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《华罗庚文集》序言 

2010年是著名数学家华罗庚先生诞辰100周年.值此机会 3 我们编辑出版《华 
罗庚文集》，作为对他的美好纪念. 

华罗庚先生是他那个时代的国际领袖数学家 之一， 也是中国现代数学的主要奠 
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定了为国家和人民服务的宗旨，为中国数学的发展倾注了毕生精力，受到了中国人 
民的广泛尊敬. 

华罗庚先生最初研究数论，后将研究兴趣拓展至代数和多复变等多个领域，取 
得了一系列国际一流的 成果， 引领了这些领域的学术发展，产生了广泛持久的影响. 
他从一名自学青年成长为著名数学家,其传奇經历激励了几代中国数学家投身于数 
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华罗庚先生为我们留下 了丰富 的精神遗产，包括大量的学术著作和研究论文. 
我们认为，认真研读这些著作和论文，是深刻把握华罗庚学术思想精髄的最佳途径. 
无论对于数学工作者还是青年学生，其中许多内容都是很有启发和禆益的. 

华罗庚先生担任中国科学院数学研究所所长30佘年，他言传身教，培养和影 
响了一批国际水平的数学家 t 他的学术思想和治学精神已经成为数学所文化的核 
心 .自 2008年起以中科院数学所为基础成立的中国科学院华罗庚数学重点实验室, 
旨在继承和弘扬华罗庚先生的学术思想和治学精神，积极推动中国数学的发展.为 
此，我们选择华罗庚先生的著作和论文作为实验室的首批出版物，今后还将陆续推 
出更多优秀的数学出版物， 

在出版《华罗庚文集》的过程中，我们得到了各方面的关心和支持，包括国家 
出版基金的资助，在此我们表示深深的感谢.同时，对于有关人员在策划、翻译 
和审校等方面付出的辛勤劳动，对于科学出版社所作的大置工作，我们表示诚挚的 
谢窻. 


申国科学院华罗庚数学重点实验室 
《华罗庚 文集》 编委会 
2010 年 3 月 



修订本序 


作者关于多个复变数的函数论的研究工作可以粗略地分为两个阶段前一阶 
段是从1949年到1955年，这一阶段的工作是对典型域上的解析函数论与调和函 
数论进行 研究. 一般说来；这是一个建立基本理论的阶段.在研究过程中，我们引进 
和制造了 一些与其他分支有关的工具——特别是代数和几何方面的工具.1955年 
之后，我们开始把这些基本理论用到其他方面，从而发现我们的结果和方法又反过 
来可用来处理其他领域中的不少问题，同时也提供新现象、新 苗头； 最突出 的在群 
表示论、偏微分方程论等方面. 

出版修订本的想法开始于这两个阶段分界的时候，由于希望多做些应用方画的 
工作 9 使得结果更完整，因而修订本迟迟未动手，一等再等，等了七个年头，以致根 
据作者初步修订计划丽写的俄文译本和英文译本都先后出版了，而中文修订本却由 
于希望更深刻些,希望更丰富些而长时期不能脱稿. 

如以酉群上_ Fourier 级数论为例，普通的 Fourier 级数是一维酉群 { e i6 } 上的 
调和分析，它的文献十分丰富.在我们获得了酉群上的 Fourier 级数的求和方法之 
后，我们自然要问，普通 Fourier 级数上每条定理在一般酉群上有没有对应的结果? 
龚昇提出了 “从和到核”及“从核到和”两个类型的推广方法，因而建议出很多求 
和方法.这些求和方法之间的相互比较、相互关系，都有待我们进一步探讨- 

酉群尚且 如此， 就不要说酉群之外的其他紧致群和其他齐性紧致空 间了； 更不 
要说把作者所提出的单变数的广义函数论推广到这些对象上去了， 

再以偏微分方程为例，即使把我们的方法用到最简单的场合 } 也可以看出其独 
特之处，我在中国科学技术大学讲课的时候，就是运用这个方法来处理调和函数论 
的.这些方法的优点不仅提供了处理某些微分方程的方法，而且还引出了不少有趣 
的新现 象和新 实例.其中包括一些带蜕化面的高维椭圆型方程、空间混合型方程、 
偏微分方程组和积分方程等等.以裩合型方程来说，我们就给出了 
程的一个新的处理方法， 

根据这些 情况， 看来还需要较长的时间和较多的人力才能初歩完成第二阶段的 
一些 想法； 另一方面， BP 使比较完备了，但其篇幅也必然很多倍于现在的篇幅，因此 
我们不得不满足于把重点仍然放在第一阶段的工作上，而简略地提一下其他方面. 
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多 a 变数威数论中的典型域的调和分析 


欢迎大家批 i 平指教，欢迎青年数学工作者参加到这个研究方向中来.由于我们 
在这个方向中要综合地运用数学方面各种基本功，因而，对我们来讲，是一个良好 
的锻炼园地.青年读者不妨先尝试一下附录 I 中所提出的练习，然后入手， 

华罗庚 

1964年6月.北京 




序 


本书包括了作者对多复变数函数论的一部分系统的研究，其主要部分先后（从 
1949年至1955年）发表在我国的“数学学报”上（一些初步报告发表在“苏联科学 
院报告”上).除综合、改组、增补、修订的工作之外，还包括了一些新结果. 

初稿曾在1955年 W 中国科学院第一次学部会议上书面宣读，1956年曾在第三 
届全苏数学会上宣读. 

这一系列的工作在某种意义上可以说是完整的.但是从1957年初，另外一些 
线索又在幵始发展，那就是与调和函数有关的、与偏微分方程有关的、与群表示论 
有关的各方面，并且己经完成了若干工作.其中很大一部分是和陆启铿同志合作的. 
为了将来再准备出专集，本书中将不包括与那些有关的部分. 

作者尽量设法使本书自给自足，除掉群表示论的知识以外，并不箱要太多的专 
门知识. 

作者乘此感谢陆启铿同志，他提了很多 意见， 指出了不少应当改善和修正的地 
方.龚昇、钟同德二位同志的意见和帮助也使本书有所改进，一并致谢. 

华罗庚 

1957年5月.北京 
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导 言 

§1典型域 

本文中所讨论的典型域是指以下的四种域： 

第一种是猶行 n 列的矩阵双曲空间，今后以9^表示.它是由 m 行 n 列的 
复元素矩阵 Z 之适合于条件 

j 一 2 芝 > 0 

者所组成，此处 J ㈣ ）表示 m 行列的 单位方阵，穿表示由 Z 行列互換并取共轭复数 
所得出的矩阵，因此它是 n 行 m 列的.如果丑是一个 Hermite 方阵，则以 if > 0 
表示 i ? 是定正的- 

第二种是 n 行列的对称方阵的双曲空间，今后以表示，它是由 n 行列的 
复元素对称 方阵之 之适合于条件 

J( n ) -ZZ>0 

者所组成. 

第三种是 n 行列的斜对称方阵的双曲空间，今后以 m UI 表示，它是由 n 行列 
的复元素斜对称方阵 Z 之适合于条件 

j(n) +Z Z > Q 

者所组成. 

第四神可以称为 Lie 球双曲空间，今后以 Mrv 表示.它是由 n (> 2) 维复元素 
矢量之卜(々，.、〜)）之适合 M 条件 

名 〆 |: 2 + 1 — 2 zz f > 0 

及 

\ zz f \ < 1 

者所组成. 

这四种域的维数（复数维） 各为 mn , | n(n + l )，$ n(n - 1) 及 n , 作者曾经证 

明 （华 罗庚问)，最后 一种， 也可以表成为2 x n 实元素矩眸的双曲空阔，因此这四 
种域都可以归入作者所研究过的矩阵几何的范畴之中. 
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多复变数函数论中的典型域的调和分析 


一个域的特征流形 


命 M 表示由 n 个复变数 z = ( h …，〜）所形成的 2 n 维欧氏空间的一个有 
界单连通域，我们已知汛中的一个 K 内解析函数/ ㈤ 一定在的边界上取最大 
绝对值，命 il 表 9 t 的边界上具有以下性质的一部分： （ i ) 凡巩内解析的函数一定 
在£上取最大绝 对值; 对£上的任一点匕我们可以找到一个 K 上的解析函数 
f ( z ) 在此点取最大绝对值.这样的流形 fi 称为域识的特征流形.有时£是 m 的 
边界的全部，一般来说，是它的一部分，甚至£的维数可以大大地低于 2 n -L 显然 
£是唯一决定的.不难证明， fi 是一紧致流形，并且如果函数/(均在£已知，在£ 
上每点附近解析，则这函数就唯一决定了.由此推得流形£ _实维数> n . 我们以 
之表£上的变数，并以 歧 H 分别表示流形£上的微分度量与体积元素.值得 
一提的是，如果我们把⑴， （ ii ) 中的解析函数换为线性函数，那么£的定义似乎仍 
然一样. 

四类典型域汛丨， SH n , 9%, f % 的特征流形 i ； 丨， £ Ih £ m ， ％各为 
1* £ [ 是由适合于 

UU t = 1 

的所有 m x n 矩阵£/所形 成的; mi 当 m = n 时， ft 就是所有的酉 方阵； 

2. 是由所有 n 行列对称酉方阵所形 成的； 

3. £ [n 的定义随 n 为奇或为偶而有所不同.对偶数 n ， 它是由所有的 n 行列斜 
对称酉方阵所形 成的； 对奇数^它是由形如 

UDJT 

的方阵所形成的，这儿 t ； 过所有的酉方阵，而 



4* £ jv 是由以下的矢 S 

e ie x 


1935年 R Cartan [1] 曾经算出：可递的不可分解的囿对称域仅有六种可能性, 
除以上的四种之外还有两种，其一是16维的某一种空间，另一是27维的某一种空 
间.从维数可以看出这两种域是异常特姝的.后经 A . Borell 1 ! 指出，具体有效地定 
出这两种域还是问题.因此一般说来，以上所提出的四种域在具体地研究多变数函 
数论时，是有它的特殊重要意义的，于是仿典型群的名称我们称它们为典型域.本 
文的目的就在于具体地研究这些典型域的调和分析问题. 
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所形成的，这儿 

0 ^ ^ ^ Jtj — ■ 1, 

他们的实维数各为 n 2 - ( n - m ) 2 = n (2 n - m ), ^ n(n + 1 ) T ^ n(n - 1) + i(l + 
(- l) n ~ 1 )(n - 1) 及 n , 

这些特征流形都是齐性空间.更确切些，£上的一点可由 JR 内某点的稳定群变 
为£上的任一点+齐性空间的调和分析的一般理论己经由 E . CartanW , H . Wfeyl ! 1 ] 
及 A . WeilW 研究过,但本节中的方法却给出比已知结果更完善、更明确的结果. 

§3直观推导 

(所谓直观推导，是指暂且不管严格性，先计算出一批结果来，作为我们进一步 
严格处理的根据，如先不管级数及积分的收敛性等 .） 

假定沉内有一个解析函数系 

{ 叫 ⑷}，V = 0,1 ， 2 广.， 

使! H 中每一解析函数 /( z ) 都可以表为 M 内的收敛级数 

CO 

/⑻=外⑷. 

i /=0 

我们#两个无穷维的 Hermite 方阵 

, 1^=0•山 A … 

I {[ — 、 

^2 = ( 外(咖麯(啦 J - 

这两个方阵能够正交正常化，使得 

j £ 

及 

fs- 

这些特征根 M , M ， … 称为解析不变童，即它们不依赖于基底{办卜)}隐选择，而 
且如果有一解析变换把 m 与£变为叫与，则； W ， …，…是不变的. 

对一完全圆形域来说，这一函数系的存在是有保证的 （HL Cartan [ ll ), 
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我们定义 


E 


( f v ( z )^( w ) 




这就是《域的 Bergm ⑽核 • 它有重现性质，即对 K 内任一解析函数/⑷常有 


f ( z ) = K ( z i nj ) f ( w ) tb . 
Jih … 


我们再定义 


㈤ w ⑹二 II C) 


为《域的 Cauchy 核.函数系{办⑹}在£上的连续函数所成的空间是不完整的， 
它也有重现性质；如杲/0)是汛内任一解析函数，而且在£上有展式 

1(0 -[知叫 


则得 


再命 


则得 


我们定义 


m= h{z, omt 

」£ 


/ ⑷ =n(z)H(z i w) } 




P ( z ^) 




v … H { z , z ) 

为域 《 的 Poisson 核，这核是定正的， 

我们把函数系 

扩充成为一个£上的正交正常完备系 


{^(01^= 

把 P { z , i ) 展为 外 (0 的 Fourier 级数 ， Bf 


:0，±1,±2, 


I 1 — — — rnri J £ 


如果我们有 

lim ^ u {z) = 外⑹， 
贝！ I 对 £ 上的任一有 Fourier 展式 


^(0= 〜外⑹， 

i^=—oo 



的函数 €此处 V (&) = 



我们有一函数类 



p ( z ^)< p (0 i = ^2 〜心 ㈤ ， 

i ^ = —oo 


我们定义这样的函数是域 9 t 的调和函数. 

通常的调和函数是由二阶偏微分方程定义的，我们也有以下的直算法.从 
Bergman 的核我们可以定义域 W 的 Riemann 度量 


n n 


ddlo^K(z^ z )= EEaSi ； log if z)dzidzj 

i=l i=l 1 ^ 



它对应的逆变张量 


n n 


EZ hij 



a 2 

dzidzj 


是这个空间的 Laplace 算子.于是我们也有其对应的 Dirichlet 问邐等等. 

在引进合适的条件之下，以上的直算法是可以严格化的.本书的绝大部分就是 
在典型域中把这些结果更具体化及严格地表达出来. 


§4关于所用方法的介绍 

( a ) 群表示论方面的工具已知这四类典型域都是完整圆型域.对于一个完整 
國型域，我们可以做包含它的原点的稳定群，这个群是由线性变换 

w = zU 

形 成的， 这儿 [/ 是酉方阵.这个群以尸 0 表示，所有由形成的单项式成 
为91域的解析函数的一个基底.不同次数的多项式都相互正交，所以我们的主题 
是把同一方次的多项式分解为亙相正交正常的系.更确切些，命$ = 及 

^表示由支量 



I = il + ' * - + in 



■6- 
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形成的矢置，这是一个 

-|- 1) * * * (u — 1) 

维的矢童，当 w 时，我们得出一个变换 

= zW l l 

这儿砂]表示方阵!7的 Kronecher 幂积.为了找出 W 的正交支量,必须把抑1分 
解为不可分解的子方阵的直和.这建议了线性群表示论中的以下一些问题 . 

从 b 行列的一般线性群 GL n 出发，命力，…，厶代表 n 个整数，并适合于 


h > h > …> fn > 0* 

对 GL n 中的一个元素 X ,在 GL n 的标签为的表示法中，有对应元素 

A fi t -Jni X )r 

它的行列数通常用 NH ) 表示，我们已经知道，它是一个不可分解的表示 
法.如又有一个群 gl n 的表示法 


显然 


Bg lt — ,gN (Y )： 


t ■ ■ j 9 n d， /n ⑻) 


仍然是 Gi „ 的一种表#法.我们现在所提的 m 题是以上的群表东可以分解为那些 


不可分解的直和.这个一般性的问题本身是一个有趣的代数问题，本文中未能完全 


地解决它.但侥幸的是本文所用到的一些特例①确已完满地解决了. 


( b ) 方阵的极坐标在运用群表示的方法获得了正交系之后，我们又遇到另一 
个困难问题，就是具体地算出正常化系数的问题（对£的问题比对 W 的问题容易 
些).为了这个目的，在进行具体计算时，引进了一个工具,我们称它为方阵的极坐 
标,例如，我们已知任意一个 n 阶的复元素的对称方阵 Z 可以表成为 

Z = UAU f 


(华罗庚[1:)，此她 [/ 表示酉方阵， J 表示对角线方阵,其对角线上的元素是&，•■ - T 
且适合于 V >入 2 > … 4 > 0,命{叫表酉群对其子群[±1，…，士 1] 的傍 

系，则一般说来，一对称方阵 Z 与 {11} 中的一元素及一个 j 是~-一对应的*这方 

①在作者获得这些结果以后，段学复教授指出， Thrall ( Thrall [1]) 也曾得出这一结果，但他所用申方 
法与本书中所用的方法完全不同，特此致谢， f 



阵』 可以称为2 的向径部分，而 C/ 可以称为辐角部分.关于由 Z 到它的极坐标 
之间的具体计算关系（如函数行列式等) s 在本文中都已算出.本文中并列出若干虽 
与本文主题无直接关系但属于同一范畴的一些与矩阵极坐标有关的运算. 

(c) 积分的具 体算出一些积分的具体算出也是本文中的一个环节，例如我们 
算出了所有的四#域的欧几里得 体积， 这些公式不在绪言中一一枚举.但我们必须 
提出其中_一个 ，即 我们算 出了： 当《>-1， 0 + /3>— n 时， 

(1 - zz r — y/{zz f ) 2 - |^^| 2 ) tt (l - ^ + y/(zz f ) 2 — \zz f \ 2 Yz 

」汛 IV 

_ n n r{a + 1 ) 

2 n - 1 (a + 0 + n )' 

从这一积分可以 得到： 当 A < 1时， 



n n r(l - X ) 

2 n - l ( n -2 X ) r { n ~ X )' 


这解决了作者在19牝年提出的一个问题，即在9%域中 Poincare 级数的收敛指数 
> 1 - i, 并且这是最好的结果. 

n 


§5在群表示论上的应用 


以上几节曾说明过，我们把群表示论作为工具来研究多复变函数论.现在又反 
过来把我们获得的结论用到群表示论上去，从而得到一些深刻的结果. 

我们把 9t [ (m = n) 上的调和函数说得更详细些 .M 1的 Laplace 方程是 

左 表=。_ 


在讯I的闭包上适合这个微分方程的函数 u { Z ) 称为5^ 的调靡 函数，在有 
连续边界值的函数成一函数类，以$表之.汛！上的 Dirichlet 问题的解答如 T ⑺ ] 
就是酉群> 

在酉群£ t 上给一个连续函数 ^(17), 有一个而且只有一个调和函数，由 Poison 


公式 


< Z ) 


1 det (/ - ZZ f ) n 

V (£) J £ ]det (/ - ZU ^ 


<P(U)U 


lim u ( Z ) - ^(17) 


给出，而且 
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Poisson 核 

1 dat (/ - ZZ f ) n 
V (£) | det (/ :如)| 如 

的展开式如 下：命 

A h,- Jni u ) = y 

函数系 

^( U ) j 鐵 4( U )， i ，卜 1,2,…， iV (/)， 

+00 > fi > ,2 > … > /n > —OO 

成一酉群上的正常正交系. Poison 核可以写成为 

f iJ 

而且 

Jim ^(^) = ^( C /). 

对任一连续函数 < p ( U ), 我们有一 Fourier 级数 

/ U 

但这级数可能是不收敛的，或者不收敛于 潮 ， 我们有 

^) = 

/ ij 

它可以定义为以上的 Fourier 级数的 Abel 和，因此，我们有 以下的定理： 酉群上连 
续函数的 Fourier 级数可以4求和收敛于这个函数. 

因此推出任意有限紧致群上的逼近定理及齐性空间的通近定理+这些结果显 
然比以前的结果明确 （ Peter - W e yl [ l )， Weyl [ l ]). 

我们再加几个 附记： 

可以阐明，以往所提的€的调和函数也适合于 n 2 个偏微分方程的一个方程 
组 t 

jl / " \ 

£ (。-^>«句)扼為， 0 , 

ot t j(3— 1 

这是一个珍异现象 < 这建议有时一个偏微分方程的解一定可以适合一组偏微分方 
程， 




又级数 


EE 4 耗⑻ 

/ 

的收敛范围有时可能并不限于9^之中.如果在之外有一部分收敛，该处 
Laplace 方程不是椭_型的，则这个级数就成为一个混合型偏微分方程的解了 • 



第一章若干代数工具 

§1.1 代数恒等式 


假定 n > 2,命 


jD ( Xi » 1 * 1 j , = \\ 一 


定理 l . hl 我们有恒等式 


▽ cl^- T n _ 4 lx i 2 ' ^ x L^i _ 

i^ An t …^ (1 — 0(1 -«) ，… （i — < 元 … o 

^ , X n ) 

n (i -^ j ) 1 

此处 Jn 乃由 - , n 之排列而得，若 h 7 名 2 , …， k 是 1，2, 
排列，则若是竒排列 =-： l 


定理 1.1.2 命 


v 


2 U 




,我们有恒等式 


E 於……_: 

ti>is T - e jtft 1 f 

乃(怎11 T * * >工 n ) 

JJ (1 - XiXj ) 


« 2 


X 


*■71—1 


^ii *^ts ^4 ) 1 * * (1 _ 怎 ii ■•- 怎 i 


3 各 


在证明以上两个代数恒等式的时候 } 我们需要一些与 Vandermonde 
关的不难证明的结果.习知 


D(w-- ，〜 ）= (-1 ) 卜 


1， 


1， 


Xl , X 2 


X 


n 


丹一1 

山1 ? ^2 ， 


卜 1 


j 〜 n 


(1+1-1) 

* , n 的偶 


) 

(1 丄 2) 

行列式有 

(1 丄 3) 
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Di = ^ x n ), 不难证明 


E 4 a 


又由 


jD($i ， * - * ， x n ) ， 若 i = 0， 

O t 若 1 < f < 71 — 1 ， 

(— ，… E n ，若 I = 打， 


(1 丄 4) 


Xi 

x% 

*^Tt 

1 一 忠 1 ’ 

li’ ’ 

1 一 

a?ii 

x 2 ， …， 


> 

吨” 1 ，…， 

, r Tl — 1 


可知 


町， X 2> 

Xl(l — Xi) f x 2 {l - X 2 ), 


n ( i -而) 


(- 1 尸- 1 “"…- 1 ) ，… 3 ^ D { X U ^- ，^) ■ 

n(i - 而） 


1=1 


在此式中换 


可知 


X n 

■^ Ti (-^ 一 ^ n ) 


xj _1 (l -Xi), 的一 Yl - 戈 2 ),… ， X^il-Xn) 


= (-ir - 1 f ’.* p d (叫…，&) 

- 1 ^ no 


E 岛点 二 二 n 咖，...，〜)， 


U 1 + 而) 


将 (1 丄 4) 式中 i = 0时的等式与 （1 丄 5) 式相加，可得 


以 11 …，仲 + (_ ir _ tS ； 


(1,1.5) 


( 1 . 1 . 6 ) 


(1 丄 7) 


也易得 


ri , 

I>T 


+ Xi 


D ( x \, 


Xj -- X n 

n ^ 1 十而) 


( 1 . 1 , 8 ) 
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根据这些结果，我们现在去证明定理 1.1.1 及定理 1.1.2. 
定理 1.1,1 的证明.当 n = 2时， （1.1.1) 式之左为 


__ X2 _ _ {^1 — Js)(l 4- $1 忠 2) 

(1 -: C?)(l - x\xl) (1 - xl)(l - x\x\) ~ (1 -x?)(l - x§)(l - x\x\) 
_ Xi - X2 _ P(Xj,X2) 

(i 一 xf)(1 - x^ 2 )(i -xi) ~ jj (i _ XiXj y 


故当 n = 2 时定理成立.今用归纳法证明本定理，假定 n - 1时定理成立，则有 




d(1 -< )(1 1 1 < 总 )… (1-xl … xl) 


孟1 

n 


Eh)" ，E 上二 t 1 ’ 


t n 


« 2 …七 




n 




D - i )— 


a- 


怎 1 ■ _ * 

^ a(l - 


(1 - <)(1 一 - (1 — 喊…对) 


X 


n -2 M n-S 


▽ … A-y+i, …， n ' 哎 … 

(1 一 <) … (1 一 … X? n i ) 


n 


Ed 


—a 


Xi - *Xj 


a : 


Xa(l — ; r ? … O 


D(^l ， … ， Xg-ij X fl +1 ，…，工 n ) 


i 


n 


n 


Ki ^ j^n 


E D ^ -忠 ix a y 


(1.1,9) 


因为 

n n 

JJ(1 - X { Xa) = 5^4 ， 
i—I 1=0 

此处诸 a f 是以,… ，心 的初等对称函数，由 （1.1.4) 式可知 

n n tt n n n 

E^nt 1 — 叫 la) 口 Y, Da Y, aixl ^ = J2 a il2 D ^ 

a^l i=l a=l i=0 ；=0 o=l 

=i?(a ； i， …， 〜）+ (— 1)^1 ■ ■ *. (—l) n 1 25 (ofi, — ■ , x n )x\ …； Kn 

— ， 工 n)(1 - 


将上面的结果代入 （1.1.9) 式，即得定理 1.1 丄 
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■ 13 - 


定理1丄2的 证明， 当 n = 2时， （1.1.2) 式显然成立.今用归纳法证明本定理, 
假定当 n - 1时定理成立，则有 


y 於 …, U _ 1X ^2 2 X in- 

/ j +t+ Jtt ，1 一 


*ii …， 

n 


(1 一 Xi^ Xi 2 )(1 一 Xi^ Xi 3 Xi^ ) T ' * (1 — Xi t ' T ■ Xi 2u ) 


\ ^ ( i \n—a \ i … t tt—l ， a+l T …， n_ 

乙卜 1 ) 也， … a-i n _ 


11 12 —1 


a- 


n 


Xl …工 】 


("1 — ^^4 ) * * 


V^/ ^n-a …化 


*^ n ) 


X 


X 


,ii— 1 , 0 + 1 ，…， n_ 

u ii Mt' * jin-i /i 一 


^ r 2 --<_ 3 


*1 J*"* > l Ti -： 


(1 - Xi.x^Xl - x H x^x iz x u ) …’ 


(1 丄 10) 


此处 e 的定义如下：若 71 是奇数，则£ = 0;若 W 是偶数，则 e 
定，内和等于 


1，由归纳 法的假 


tl 


fj(l 一 XiXa) 

D(:ri ， … jX 0 _i, : r a +] ， ... ， : 3 ^) 


fj (1 - XiXj) 

代入 （1.1.10) 式，可知 （1.1.2) 式之左方等于 




f £ 


n 


E (- 1 广 


a 


Xi … X 


n 


a- 


X a (l - exi … a: n ) 


D( 3 ： l ， … jX n ) 

il (1 - XiXj) 

HAi 

D a 


i=l __ 

~ I — 巧 ~ 




(1 一 <S3?i ■ ' ■ 1.1 (.1 — ^£%Xj ^ 

l^i<j^n 

t n ^ l 

_ 1 _ Pa^a 

(l-GXi- X^) JJ (1 - XiXj) ^ 

今分三种情形讨论 （1 丄 11) 式之内和： 

1) I 是奇数，由于 


X 


2 , 
a 


(LL11) 


x a -x 


a 






^o(i + 怎兰 + … + 5 )， 


故 


X 


a 






^a(l + ^ + — + < 一 3 ) 一 






a 


2 I 1 - l + x a 
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利用 (1 丄 4) ， (1 丄 5) 及 (1 丄 6 ) 可知 


„ ^ a = 2 ^{ TT ^^— J D - 


2 


D ( xir ' ■ '- x n { — 


(-D 


n—l 


n 


na 一而） 11(! + 而) 


i=l 


2) 当 / 是正偶数时，由于 


X 


a 


1+4 +." + (' 


1一4 


jf 一 2 


故 


X 


a 


1 - x l 

利用 （ 1 丄 4) ， (1 丄 7) 及 (1,1.8 ) 可知 


l + g + … 十 ^ 一 -(. 


x a 1 + 




n 


D ^ l a 


S 了-毬 


fy ^±( rh ：- Th；y 


= -D(x lt ^^ ,X n ) + 石 0 (X 1 .，- ,Xn) 


叫 1+( - 1广4 


町…① 


n 


3：1 …X 


n 


n(i - 工 ‘> ii(i + 


2 


D ( xir - , Xn)X! 


(— 1 ) 


i—1 
n-1 


ft 


n 


jju -而） n ( i + 而) 


i=l 


3) 当 f = 0 时有 


n 


Si 


D a 


a- 


xl 2 




D{^u - - ■ 7 X n) + 2 D ^ Xl} ^ i x n)^l . ■ * 怎 


(一 1 广 1 


1 


11 


n 


n(i iju + a ) 


i=l 


i=l 


由（ 1 丄 12) ， （ 1,1,13) 及 （1 丄 14 ) 可知 

= D ( x ir - ， X n ) 

f=0 o—l 


.(1 丄 12 ) 


(LL13) 


( 1 . 1 . 14 ) 
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+ 


+ 2 ’)( 忠 1 ， ’ . * ^ X n)xt 


+ - D ( xi ^- , x n )xi 


(―1 广 -1 

l 

n 

IF 1 - 而） 

i=l 

n 

f]^i 十而） 
i=l 

(一 1 广 -i 

1 

n 

JJ(1 — Xi) 

i=l 

n 

n( i+ A) 

i=l 

(― i) n — 1 , 

i 

n 1 

U 1 -而） 
i=l 

n 

f[(i + 恥) 
i^=l 



!>(a ： i,... s 十 -D(xir- ^ n )^i ^*x n x 

、 n(i - ⑹恤 0 n( i+ o /=o 


i=l 

巧无 1 ， . 


i=t 


知 (-1)"- 1 


， x n ) ji + yx n ((- n [ 

2e，e 的定义如前，将 （1.1,15) 代入 （1.1.11), 得 


£?( 疋 1 ，". , X n )(l - £Xi -^X n ) 


(1 丄 15) 


a - exi --^.) n (1-^) 

= D(xi ，…， 〜） 
n (i - 叫） 

定理 1 丄 2 证完， 

附 ia 和 （ l . i . i ) 及 （1.1.2) 相仿，我们有下列恒 等式: 


E 


ll 广 ■ i!i 


： l t ",n _ 〜 -i 


乃 ( 卬 1 ， …，〜） 


JJ (1 J^[(l - ^i) 

t—I 


(1,1,16) 


因为在本文中并不用它，所以证明从略. 
我们还需要以下的较容易的恒等式. 
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定理 1.1,3 

1 


怎 1 +1/1 


Xl + Vn 


Xn + VY 


工竹 + 1M 


^ n ) D { y u *- , y n ) 


n n 


(1. L 17) 


nn ⑷切) 

i=i j—i 


证从第二行，第三行，……，第 n 行中各减去第一行，且利用等式 


XI — XI 


別 +Vk xi + yk (xi +yfc)(x; + yk)' 




2, ’.. ， h — X , * ■ * ^ fly 


可知上面的行列式等于 


( 工 1 一 ^2)(^1 一 A ) …(XI - Xn) 

n —一一 ^~~ * 一 

no ^ + 抑） 

jfe=i 



^2 + yi 1 句十 淞 ’ 



x n + yi x n -\- 1/2 


X2 + yn + ( LI .18) 


+ Vn 


由第二列，第三列，……，第 n 列中各减去第一列，则 (1. L 18) 之行列式等于 


(yi - V 2 )(yi - V3) … (m - y n ) 

n 

n (〜 切 ! ） 

j =2 

由归纳法，得出本定理. 

以-町\…，-代替上面定理中的…，知并略加变化，可得 
定理 1*1.4 


奶 + j/2 3 ? x 2 + y n 


1 1 

〜+ V 2 ’ ’ X n H - pn 


1 


1 〜叩 1 ’ 


1 一 X \ y n 


1 


1 — ^nVl 


x nVn 


^(^ 1 1 j ' ' ' 1 j * ■ ■ j J/n) 


n 打 


nn(i 

t=i j=i 




§1.2 关于幂级数与 Fourier 级数的恒等式 


定理 1.2.1 命 

M^) = Y2 


( 1 . 2 . 1 ) 
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-1? ^ 


这儿 m 7 n 可以是有限的，也可以是无穷的.但在出现无穷的时候，我们必须假定 
(1.2.1) 的收敛性,例如之在一区域贷内绝对收敛.于是当 q ，…都在 ® 内时， 
我们有以下的恒等式 


/心 1 )，…， }\{ z n ) 


E 




/n (之 l)i 




n 

> ^71 


( 1 . 2 . 2 ) 


证由行列式的展开法可知，此式的左边等于 

E 九⑹…九(〜) 


* 1 ，… ，士] 


I ： U 


II, … >in 


E 


k IZ …七 
(E … 4tr— … 


E 


，… jtn 


4)， …， 


a H …， 





E .. . E C ' Vi 、 •乂' 

N ^ h > h > - > l n ^-M a ( n ) ^ , a ( n ) i t ^.. , i n 


由行列式的定义即得出本定理. 
定震 1 . 2.2 命 


m 




(1.2,3) 


如果 x jVk 都在缪中，则有以下的恒等式 


f{^\yi)i …， fi^lVn) 


f { x n yi ), " ，, f ( x n y n ) 


a fl ’ - 


4 1 , …，玲 

v 1 ! 1 , - y[ n 

y ，丄 n 

也…，此 


(1.2.4) 
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取 /( Z ) = (1 _ z )-\ 因而得出以下的公式 


E 


X 


h 


1 


X 


»n 


t 


也 ... ， 必 
s/h …， 此 


(1 (1 — XlJ / n ) 一 1 


(1 - 〜扒疒 S … ， (1 - ^uVnY 


(1.2,5) 


由定理1丄4,此式等于 


Dh ， … ， x n )D(p u … ， y n ) 


n n 


niL 1 -邮) 


在 （1.2.5) 式中命; ^ = 0,则凡>0的项都等于0,因此得出 


E 

— 1 会0 


4 1 


，也 1 


A 


-1 


X 


ln^ 
n—] 


A 


Vn 


七、 …， A 
1， …，1 




n— i n 


nn(i 一 Xipj) 
i=l j—l 


换。为 fi + l T 则得 


E 

之1> 一>£抑一1>0 


X 


h 




X 


r 7 i < 


ft- 


i ? (: ^ ，… ，〜 ~1)£>(|/1，… , Vn ) 


必 +1 ， 


vit 


+1 






-l+l 


1 


n—1 n 


nna 一 工 iVj) 


i=l j; 


再命 = 0 等等，续行此法可得 











—章若干代数工具 


定理 1,2*3 命 /I > m > 0,则当 | 知 | < 1, | 办 | < 1时 


■ 19 , 


:】十 


，沾 


+ n—m 


… 


, x \ 


yim + n-m 

vr m ~\ 


i vlr 

， Vn 


-\-n—m 


—m—1 


，…， x m ) D ( y lr ^ y y n ) 


m n 


(l + 2,6) 


JJ JJ (1 - x iyj ) 


以后将要用到下面的求极限的定理， 

定理 1.2*4 命 AOr )， …，/„ ㈦ 是 n 个具有高次微商的函数，以下用到几次 
就有 几次， 则得 




, 1 (: 1 ) ， … ， fn(^l) 

. . …… ,1( 怎)， …， fn (^) 

: flM ， …， fni^n) 二 （一 1) 圣咖- 1 ) /{⑷， …， /^( x ) 

2 二： z>( 妁， … Jn) 一 l!2!."(n-l)!. . . ^ 

if -%), …， 

(1.2/ T ) 

证井不失其普遍性可以假定 XV 所趋的极限是 0. 定理的证明可以 
由有剩余项的戴劳展开式得出. 

PftlB 在较强的条件下，例如若 fi ( z ) 是解術函数，则本定理乃是定理 0.1 的 
引伸_ 

命 A > / 2 > … > 九 > 0表 n 个整数且 


(叫… I ^ n ) 




,/ a +n —2 


*/l +TI — 1 
-/ a + ti — 2 


( 1 . 2 , 8 ) 


或简单地写成为 , x n ). 显然有 


地， … , 0 (^ 1 ，.” ^n) = D{x ir - ,X n ) 
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(1,2.9) 


由定理 1,2.4 可知 

Nm 


D(/i + n — 1 ? /2 + n — 2^ ■- , — i + 1 ， f n ) 

D ( i % — 1, — 2 广" ? 1 3 0} 


定理 1,2.5 在定理 1.2.2 的假定下，我们有恒等式 

/( 怎 1)， …， f (^ n ) 

^t)hn(n^l) 尸 ⑹， …， f(Xn) 

1!2! … (n - 1)!... 

/ 卜 1 )㈤ ，…， 产今 n) 


证这是定理 1.2.2 与定理 L 2.4 的综合. 

定耀 i .2.6 命 

9 (&) ^ X) 


/ n ) j ! ^"/ (町1 ’ . - ，■工 fi )、 


(L2.10) 


( L 2, ll ) 


( 1 . 2 , 12 ) 


这儿 M ， TV 可以是有限的或无穷的.伹出现无穷时，必须假定 （1.2.12) 的收敛性及 
有多阶连续微商.于是有値等式 


㈠)* 咖 '1) 

1!2「二(几二1")! 


9⑹， 
/⑹， 


9{6 n ) 

〆 (〜) 


A - 1 ) ⑹，…， g ^ K ^ n ) 


E 


dN ( f ir “ 丄) MfHe ' …， e ^) 


(1.2,13) 


Ni i >/2> ,,,+ >^^ — A / 


证在定理 1.2.5 中取 z = xe ^, 且命 


/(^) = 9(6), 


姻 =i/VV" = 士 /( 別 ，“ 

g ff {0) - i 2 f ff (e i0 )e 2ie + i 2 f(e 访 ) e 访 



第一章若干代数工具 


^ 21 - 


= i2 & f(X ，、 十令 ㈣ 述 ) ， 

J, fK*^5S 1 

9 m {Q) - i 3 /"’( ， )e 3 ^ + 3i 3 f /f (e ie )e 2ie + i 3 f(e w )e i9 

=《/( 观, I + 3 i 3 ^/(^) + i 2 ^ f ( xe ig ) 


即⑻是 


l /( ^) L ， …基加 


m - 




的线性組合而且 


a 1 




x- 


f ( xie ie ^ } 
/(xie 洗)， 


d 


的系数等于汶因此 


f(x n e iB ^) 

a 


dxi 


& n 




dx 


^ n (7 i — l ) 


g ( Oi )： 

g f m 


I 


g — f {^ ne ie -) 


d 


n—l 


dx\ 


n 

Tl 


= T /(〜 〆 ") 

9(& n ) 

9 f ( e n ) 




n- 


5( m (&)， …， g (^)(0 n ) 


所以由定理 l + 2.5 推出定理 H 


1.3 续 前 


定理 1*3«1 假定 1 S m S 灯，当 | x y | < 1 (p = 1，…， m ) 时， 


(W- 


— p — 1^+1 


Xi ) 


Cp > : 叫 i+n-m … 

il> -^iTn^O 


/ m ， 0, 


X 


ifm ( 工 L ，… + i 怎 m. 


- D ( xi , 




此处 

= ,1 + m - 1 ，…， / m _i = f m -i H- 1, im = /mj 

^ = np + i)/\r{p)r(i + i)],c - 1 = … 如 、 . 


.、 o ) 

(1,3.1) 
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证 1) 假定 m = n - 在定理 L 2.2 中取 


/( 之 ）= (1 一之)乂 


可知当 \ x iVj \ < 1时有恒等式 


(1 -怎1|/1)4，…， （1 — Xiy n )-P 


(1 一 〜奶广' …， (1 — x n y n )~ p 


h >-> U^o 


_ * oi 


tt 


X 


忠 1 


h 




X 


il 

n 


1 


必，…， i/r 

ii i* T 蘼 《 •« V4 ■■ 甲 ■■ + 

心，…，此 


除以 i ?(|/ i ，. .，, j / n ) i 命 yi — 1，…，如 — 1，由定理 L 2.4 可知 


lim 

VI — 1 


(1 一 Xiyi)-^, (1 - xiy n )~ p 


(1 一 ① nVi 口 ，…、 (1 一 x n y n )-^ 


D (奶，… , y n ) 




(一 1) 地 - i ) 

1!2! — { vT - 1)! 


x 


a - =nJ 乂 
一 1 »1, 


a - x rt >-f» 

P (1 - 


p{p 十 1) _ - ■ (p + n — S)(l - xi) 


TL+L^Tt — 


P (芦 + t> r (p + n - 2 ){l - 




xD 






n 






X 


n 


aoai …… ^ x n 雌 


-p—n+1 . 


因此得出 


( na -^) 

k i=l 


aoh ... CLn—l 


一 P — n +1 


E 


卬 ] 


a VY(/l ， … ， /n) 




, x n ) 

JDixx r - } x n ) 


. (1.3.2) 


2) 假定 m < n . 在 ( L 3.2) 式中命知0,则凡 l n >0 的项都等于0;因此得出 


n- 


n(i —而)一产 


■n+l 


ai … Un—l 


E 


% …叫 


n- 


之1〉… >111 一 1>卩 
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X #(/!，… ffn - ltO ) 


- “，工 n -1 ) 

乃⑽， … ,X n -i) 


将足标 I 换为 L + I 可得 


JI (1 -而: T " +1 


di … a n —1 


E 


叫 +i … ai w _ i+i 


>*->Uo 


x JV(/i， … ,/n-liO) x 


-i) 

乃(怎 1， . ■ * 1 *^ n .— l ) 


再命- 0等等，续行此法可得定理， 

定理 1,3*2 命 M < 1, 一 | < l(fc = 1，2,…， n )， 我们有恒等式 


D(xi 


E mu 加，…心)#+"仏 =^ ^ 

A»f n >0 li U - ^i^j) 

l«Xn 


证此式的左边等于 


E E - " xp 十…仏 

IZ 4 ， HOr 2 … J2 … (^ij u 






n—1 n—2 l 

il )盖2... 1 1 一 个口个? T 2 、 * - ♦ M _ 


尤 ll … 


(l-rr^Kl -x 2 x\x\)^^{l-x n x^ … a^J 7 


(1,3,3) 


此处用了以下的公式 ： 若 K 4 < 1，则 




…由 




(1 — ai)(l — ^1^2) . * • (1 一 tXifl2 * ^ 0^) 


(04) 


此式之证明十分简单，可用归纳法证之如 此： 命讲 = /i - = 1，2,…， n ), 则 


Yl 4 1 …必 


5^ ( ♦ .U 乞 (G1 … 知 )’" 


tfl >…身 5 ti -1>0 


/ 打 =0 


因此可得 （1.3*4). 

在定理1丄1中，用代 a ： i , 则得公式 


Ed 


*■1 J2 7_“ Jrt 


« 2 … K 础卜 1 > 
(1 - xx\ ) … (1 一 x n x^ " 犬 ) 
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( Vx )^ n ^ D { xir - , x n ) 

IX (! 


(1.3.5) 




以此代入 （113) 式，即得定理 1.3.2. 

定理 1*3.3 命 v T 当 < 1, \ xk \ < l(*r = 1，2,…， n ) 时，我们有恒 

等式 

^ … 十…+化= ( 13 * 6 ) 

若 n 是奇数，则 M hjrj % j ^ 的最后一个足码是0, 

证 （1.3.6) 式的左边等于 

E E ^C^A^~ l 4 +n ' 2 -< xfl+, ' +u 

/i) … 3/tr》CHi ， … 

= ^1^2 5 ■ ^i n X ?i~ 1 X 7 ^ 2 … 4 -1 53 ( 怎 叫而 3 ( 怎而 3 而 4 ) ’ 2 … 

i ,t+ An /l ^ 

= 〉 : Oa ,] 广 2 . *■ x \ n -\/^ ~ 灯 - ^^h^i2 X h x i^) T d * i 


^i r ++ 


由定理 LL 2 可知此式等于 


Djxux^r- ,a ： n) 

n ( i - xxiXj ) 




定理 L &4 当卜 I < 1 , | a | < 1 (* = 1 , 2 ,…，…时， 

，0, …， 0 ( 疋 1 ， ‘.. , Xn)^ = ― ^ ' ~* 

’ =o n(i - xx ^ 

i-l 


证上式左边等于 


E 


( x ^ yx ^ 1 , x ^ 2 7 


口 0 
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定理 1.3,5 我们有恒等式 


E 


(/l + …+ fn)! 

! i ! … 


乃 d ， …， 4) 




一 1 
5 


Tf »^ ft 




(1 _ 一…一工！?^!’ … f Xn }' 


证在定理 1.2.2 中取 


l=Q tr 


得出 


E 


— 為 0. 


w … w 


由于 


故得 


y [\ vii 
必， … ，： s4r 


(/l + — +/n)! 


E 




(A 十… + / W)i 

w ， ■ * w 


4 1 5 …，^ 



…， 4r 


^ 1 3 

'OO 

Jo 


也 …， l^ 1 

…， 4 

必 ，… 3 此 


r, …， 4r 


，oo __ 

0 


1 




ll ! … 】 n ! 


Vl \ 9 n 


y [ n , 


Vn 


X 


Oi *)』 1 ， 


, ( x n t ) 1 






At 


oo 


0 


3 


n(n-l) fi —t 




f. 


aiiVnt 




dt. 
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由于 


以 0(^^) 


. » * * 




，此 


D {1\^ …， D 


(n — l)!(n — 2)1 … 1( 


及定理 1.2.4 可知 


E 

ll >> ln ^0 


(/l + --+/») 

! i ! … Zn ! 


乃 (【1 ? ' * " 1 




x 1 ^ 


> ^71 






poo 


0 


—1 咖 _ i) e 


e ^ f 7 

xite^S 




D(x ir - ,x n ) 


'OO 


0 




-0(^1, - ■ ,^n)/(l - 怎 1 一 


，零甲 —— 


$ TI ) - 


e Xni 


x n te x ^ 


} (x n t) n ~ l e^ nt 


dt 


在定理 1.3.5 中，命; fi ^^ x , + ^ j x n 

定理 1.3.6 我们有恒等式 


A 并利用定理1.2.4, 即得 


II + ■ * • + In 一 rt n ( n 一 1} P 

--- L D(h ‘) 2 #+… +f " 

^=0 ii ==o 


ii ! ■”! n ! 




n!(n — l)!(n — 2)! … 2!l!a^ n(n 一 1 )/(1 一 nx). 


比较系 数即得 

E 

*1 + …- ^l n =TTt 


D ( h ^ ” . ， D 

/ i! … W 


2 


IV 


Jn ( n —1) 


(m — 备 n(n — 1))! 


n!(?i — 1)! … 1!, 


(1 A 7) 


§i*4 关于 N(f u … ， jg 的若干恒等式 


本节中将引进若干与 iV ^， …， /„) 有关的恒等式,这些恒等式是 §1.5 的恒等 
式的特例 4 从这些恒等式读者就易于了解获得 §1.5 恒等式的枸思过程了. 

定理 1,4.1 若 ti > m > 0, 则当卜| < 1 时有 

mju …、 f m )N(fjr " ， Zm, 0, … ， 0)# + "+L = (1 - x)- mn . 

fl>h> - >lm>0 


(1-4,1) 






第一章若干代数工具 


- 27* 


比较系数可得 



mfi ， … ,0) 


/l+ … + /m=f 

/l ^ … 


mn + / — 1)! 
(mn — 1)!/! 


( L 4,2) 


证在定理113中以 代替& 并命 a 1，％ — 1 T 即得定理 1.4.1. 
定理 1,4*2 若 ㈣ < 1，则 


N (2 f u … ，2 f n ) x 奸 “+ f - =( l - x )~2 


*n(n+l) 


比较系数可得 


mh ， …抓) 


fl + --- + fn = f 


、/+ 5〆 符 + 1 ) — 1 

/! ( 基 nOi + 1) 一 1) 


钲由定理0,2极易推出本定理. 

定理 1.4*3 若 M < 1, 则 

X ； N{f u h'hJ 2 , … )x h ^^ = ( 1 -^) 


in ( n —]) 


比较系数可得 


E HhH 


,1. 十…+/騄 =■/ 


:/+* 咖一 1 卜 1) 

/!(^n(n_ 1) 一 1)! 


1.5 关于特征的恒等式 


( L 4.3) 


(1-4-4) 


( L 45) 


命 /i >/ 2 > … > 焱 > 0为 n 个整数.以 


Af ^. jAX ) (1-5-1) 

表示一般线性群标签为 ( h ， …， U ) 的表示法，并假定当 X 是一酉方阵时,它也是 
酉方阵，习知 （1.5.1) 式是一 N{f ir - Jn) 行列的方阵，其对角线元素的和以 

X/h … ， /nW) = ^{ A h ， -Jn( X )) 


表之，此称为表示 （ LS .1) 的特征, 
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若 X 是一对角线方阵 yl = [ A 1} …，则习知 


今后简书 




财 f'u … ,/w ( 入 1， ■ ■ ■ 1 ^n) 
D ( Ai ， …， A n ) 


A gt 0> ^ t o ( X ) = A ^( X ) = X ^ 


(1.5.2) 


及 


…，： LA …， 0(尤）=乂⑷以）=尤 (吃 
€个 


定理 1,5.1 命 n > m >0. X 代表 m 维空间一般线性群 GL m 中的一元素 
而 y 代表 GL n 中的一元素，且以 x ■ xy 表； t 与 r 的直乘积，则 


a((X^xK)[/l)= Y1 X/u … ， /m ⑷从 ，…私 A …，。⑺. （ 1,5.3) 

,1 +… +/ m =/ 

证先讨论 [ m ... , ar m ]，y = l Pll 时的倩况.由定理1.2.3< 并以 
代而）可得 


TI 处,、/爪（尤)办 n，oOO 忠 /l+ “ +/m = 

另一方面由定理 1.3.4 可知 


r m n 

(nn( 

、 i=lj=l 



(1.5.4) 


iaj / to n 

J>((x. Xy)[ ， ])〆(nIK 1 - xx ^) 

f =0 、 1=1 j —1 


(1.5.5) 


比较 （1.5.4) 与 （1.5+5) 的系数 T 可知本定理对及 K 为对角线方阵时真实. 

又 （1,5.3) 的任一项都是类函数，即一函数 f ( X ) 适合于次之性 质者： 对任一非 
奇异方阵 P 常有/{ X ) - fiPXP ， 1 ). 因之对任一与[〜,…，相似的 X 及任 
一与 [ yir - M 相似的 F ，（1,5.3) —定成立.由连续性可知定理 1.5.1 成立. 

定理 1.5,2 我们有恒等式 


E X 2 fl ^ 7 2 fn ( X )= K ( X [ 2 i ) [外 （1.5 別 

/!+' = / 

- > fn >0 

证先假定 X = ( n ，… 7 x « l . 由定理1,3,2可知 

X ) X 2 fu - t 2 fni x ir - ，^) j ： /l+ . +/ " = ~^- -； 

11 (1 
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另一方面，在定理 1.3.4 中取 n 为 iV = ^ n(n + 1)，別，…，:为 xi ^ xiX 2 r --，列尤 n ， 
X %, X 2 XZy - - , x 2 X n , xl ^- , X^y 则得出 

_ 1 _ 

n (i - xxix s ) 

比较系数，与上定理之证明法相同，可得定理 ■ 

同法可得 

定理 1.5.3 我们有恒等式 

E 妒心 1 )* (1,5.7) 

/i 十 ■+ft^=f 


[>((，)[¥ 


第二章计算若干积分 

§2.1 与反正切函数相仿的一些积分 

定理 2.1.1 若 a > Jn ， 则 

4(«} = J - J ( det(jr + r2 ))a 

T 

. 、 r (a — -fi ] n _i r ( 2 a— i(n~h ^)^1 

= olnCu-lj^lrtfTt+l) V 2 / yr \ 2 X 1 ) 

厂 ( a ) H r (2 a - u ) 

此处 r 过所有的 n 行列的实对称方阵 r = { i jh \ T - 2 ^-^H dt jk . 

< fe 

首先让我们引进以下二 定理： 

定理 2.1.2 命 Z 则有 


(2 丄 1) 


_ ZZ f ) = det(I^ - Z f Z). 

又凡适合于 Z 方 > 0 的 Z —定适合于/⑻一方之 > 0, 反之亦然, 
证习知有二酉方阵?7 = U ^\ V = F ⑻存在，使 


(2 丄 2) 


此处 


由是即得 



Ay ^ 0* 


d ^ U (m) - ZZ f ) = (1 — A?)(l — 功…= det(jW - Z^Zy 
定理的第二部分可由以下的事实来 证明， 定理中的条件实质上等价于\ < 1， 

入2 < 1, ".. 




第 : 章 计算若 T 积分 


■ 31 ^ 


定理 2,1*3 命 a > 0, — 此 < ◦，a > |，则 

£t 


dx 


oo 


(ax 2 + 2bx + c) 


a 


a°™ 1 (ac — 6 2 )* _ a v ^」 


Q 


2 


r ( a ) 


证命 


则 


及 


于是 


y 


a 


x -h 


V ac — b 2 \ a 


dx ^ Vac^¥ dy 


a 


ac — b 2 


ax 2 + 2bx + c= - (y 2 + 1 ) 

a 


dx 


( ax 2 + 2bx -h c) a 


6 2 } i ~ 


Or 


dy 


(1 + y 2 ) a 


(2 丄 3) 


ot 


b 2 )^~ a ^/w 


r(a) 


定理 2.1.1 的证明.命 


T=( ^ I (t = W 


此处为一 n - 1 行列的实对称方阵， v 为一 n - 1 维矢量, t 为一实数,如是则 


/ + T 2 


J + r x 2 + v f v T\v f + v f t 
vTi + tv 1 + vv f + « 2 


由于 

( 1 °)( A Mf J , °V=f^ ° , ) { A = AO, 

\ -bA~ l 1 j V 6 c ) \ ~bA~ l 1 ) \ 0 c-bA^b* ) 

(2.1,4) 

可知 

det {/ + T 2 ) = (1 + to’ +1 2 - 忉 )(J 十 T? + i/tO -1 (Tit/ + ^t))det(I + Tf + t/v). 

上式右边第一项因子可以写成 W + 26 f + c 的形式，其中 


a = 1 - v(I -\-Ti + v f v )~ l v f , 
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26 = + If + v%y l v f -v{I + 

= -2v{I + T^v / v)- 1 T i v\ 
c = 1 + W — vTi(I + 7f + v f v)~ l Tiv f . 


但对7\有 IE 交方阵 r 使 


= 厂 '[ Ai ， …， 1]/\ 


命 


t 2 = r f 


…， \A + 


A 


则 


T 2 = ^2 = ^, I + Tf = Ti^ 


如命 t ? 二切 r 2 , 则可知 


v = (det T ^ ti ? = ( det (/ H - Tf))' 2 w 


及 


I + Tf + v f v = T^{J + w f w)T 2 ^ 
又如 w 为一 n - 1 维矢量,则有 


u(I + v/w)~ l v/ 


(uw f ) 2 
1 + ww f 


w(I + w f w)~ l 


w 


1 4 - ww n 


故可知 


a — 1 - w(I + w f w )~ l w f = (1 + ⑽ {/) 一丄(> 0)， 

wT\w f 




c 


-w(1 4 - w / w)~ 1 Ti t w f —- ， 

1 + ww 

1 + wTiw f - wTj (/ + w'w^Tiw' = l+ww f + ( wTlW ? 

1 + ww f 


于是得 


ac — 6 2 = L 


由定理 2 丄 3 


J “ a ) = J." J 


T 


T 


( det(J + ra ) 产 
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J ... J ( det(J + 十 A -2 bt + c ) _ Qs dt *7 i 




r a -5 


r ㈣ 


J … j(l + W) l ' 2a uj j ( det (/ +1?)) *-^Tt 


一 抑一 1 

2 丁 


it2 n r ^2 oi — —(n H - 1)^ F — i 

r ( a ) r ( 2a — 1 ) 


^n-l I a 


(2 丄 5) 


此处用了 


roo 

J—OQ 


=Jr |{n-l) 

继续运用 （2.1.5)， 又因 


(1+4 十 

-00 

卜 ■ ㈣ ） + 


’ I 


r ( 2a - 1 ) 


a > 


(2 丄 6) 


h f a 


V?Er (a 


oo (I + ^)' 


Cfe > 


即得定理. 


定理 2.1,4 命 n > 2,若 a > ^(2 n - 3)，则 


r ’ n ( Q ) = H 


k 

( det (/ + KK f ))^ 


) ff 气加1 + 才 + 1) 

u=i r(2a-n + u) 


(2 丄 7) 


此处尺过所有的 n 行列的实斜对称方阵 ， if =(〜)，允= 2^ 

证把 K 写成 ⑹ 


此处 M 为一 n - 1行列的实斜对称方阵, t 为 一 n — 1 维矢童，于是 


I + KK * 


I + KiK[^ift Kit f 
tKi 1+ tt * 
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利用 （2.1.4) 可得 

det{J + KK f ) = (1 + if - tK[ (I + K t K [+ + K^+ft) 


有一正交方阵 r 使 


Ki = r 


-\i o 


0 Aa 
— 心 0 


雛中 最后鲁 为臓而为 (_; ?) 或 


An — 1 


2 


An — 1 


2 


+ 0 , 


r = r Ji + Af, Ji + a?, Ji + Ai，+ r\ 


T^T\ K t T = TK U 1 + K X K[ = T 2 . 


又命 t = ?/；r, 则 


所以 


于是 


t = (det T)w = (det(I + KrK^w, 


1+ K t K[ + t f t = T 2 + Tw f wT = T{1 + w f w)T, 


1 + tt' - tK[(I + K!K[ + ift)- r Kit f 

1 + wT 2 w f - wTK[T~ l {I + ^wT^^KiTn/ 

1 + wT 2 w f — wK[ (/ 4 - w f w) ^KiW^ 

. f (wKiw f ) 2 r 

1 +WW* 


/n(a) = |--| ( det (j + ^Jf/))C 


1-1 


(det{I KiK[)y 


4 十 + ww f )~ 2ot w 


2 甲 ji 扑 _1 ) 


(2 tt _ ^( n - l ) 


厂 ㈣ 


Jn—l ( 
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连续应用此式并最后算出 


J 2 « 


n — 2 



( l ^ t 2 ) 2a ~ n+2 


a > |( 2n - 3 ) J ， 


會 


r 2 a — n + 


昏 ) 


厂 (2 a — ti + 2) 


即得定理. 


定理 2.1,5 Sa > n-^ 及表 n 行列的爱尔米方阵，则 


丑》=卜 -| (det(J + i ? 2 ”a 




( 2 , 1 . 8 ) 


此处 H = ( h jk ) 过所有的爱尔米方阵，我们写成为 = h ^ ih^j < k \ 
H = 2""^ JJdAj JJ dh f jk dh%. 

i=l j<k 

证命 


Hi v f 

v h 


(h = 


其中迅为一 n - 1 行列的爱尔米方阵， v %~ n - l 维矢童， h 为一实数，则 


I + H 2 


I + Hf v f v Hiv f + v f h 
vH \ + hv 1 + h 2 + vv * 


利用等式 


I o \( A f \( ~I 6 y 

pA - 1 1 ) \ P l ) \ - M ' 1 1 / 


l - pA - 1 ^ 


(A = A f ), 
( 2 AM ) 


可得 


det(/ + H 2 ) = ( ah 2 + 2 bh + c)det (/ + Hi + v f v ), 


v(I + 


此处 
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2b = + + v r v)~W - v{IHi 

c — 1 + vv f — vH %{! + + v f v ) 1 Hiv \ 

因历为爱尔米方阵，故存在一酉方阵 t ； 使 

丑 1 = 0 屹 \，… 


命 


T^U 


^/l + Afi y 1 + ^ , yjl + 


则 


T = T / , TH t = H t T, J + Hl^T 2 , 


再作变换 


v = uT 、 


则 


v = |det T l2 u = det(J + 

I + H^v f v = T(l + u f u)T. 


又因为 


(J + 


u f 


1 + 


J w(I + — ww f 


\wu f \ 2 

f + uS 7 


此处 tu 为一 n — 1 维矢量,故可知 

a — 1 - u(I + v ! u)~ l vf 

b =-uH^I + n'u)- 1 ^ 


5(>0)， 


十 uu 

uHivf 
1 -K 


c= 1 + uT % v ! - uH ^ (I + = 1 + 


n 2 


uu 


1 十 uu f 


由于 uH ]_ u r 是实数，故得 


b 2 


由定理 2 丄 3 可得 


ffniot) = J … j 


H 


H 


(det{I + m )) 


Qt 




2 n ~ l J … J ( det (/ + 对 )) 1-0( (1 + uu r ) ~ a uHi 

u t Hi 


pOO 


(ah 2 + 2bh H- c)~ a dk 


CO 
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I g 


= 2 n_1 


2 


r ( a ) 


I … J (1 + ^|(det(/ + 


2 n _1 Jt n_ 3 


H) 


Hi 


r(2a — n) 


r(a)r(2a - 1) 


— 1)* 


继续应用此式，并直接算幽 


产 QO 


Jfi(a — n + 1) 




dx 


^OO 


(1 + x 2 ) 


ot—n+l 


冗支 r (a — n + 7 

r(a — n + 1) 


即得定理. 


§2.2 矩阵双曲空间的总体积 


定理 2.2.1 命 Z = Z ( m ' n \ X >- l ; 并命 


JmM = f … f det (/ - ZZ f ) x Z, 

I-ZZ f >0 


则 


n 


m 


-4n ， n(A) 


Hnx+j)Hr(x-^k) 

L k=l 


3 


n+m 




irm 


n r ( A +o 




特别如 A = 0, 则矩阵双曲空间 9^ 的体积等于 

vftrt x r (m — l)!".2!l!(n — 1)!...2!1! mn 

n 吒卜 j#(o) = —( 情十汉—印 … 211 ! —兀 

在证明本定理之前，先叙述两个递化公式来计算如次的积分： 


/( 艰 




1) 把矩阵 Z 分裂成 

^ ~ 1，殳)， 

此处 Z m , n _! =忠抓斤一”而譬是—列，显然有 


( 2 , 2 . 1 ) 


( 2 . 2 . 2 ) 


I-ZZ j 
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由/ — z 方 >0及时可知 / - z mtTl _ 1 z ^ n _ 1 > 0,故有一非奇异方阵 r 使 


—= rr* 


作变换分 = r 恥则 


\detr\ 2 w = {detrr f )w = det (/ - Z m ， n ]D ， 


故得 


J … J f(Z)Z = J … J detg’UH^ 


I-Z2 f >0 


T1 _ 1 >0 


f{Z)w. 


/■(m) —议切 


在证明的过程中用了公式 


’ 一 -qq^ - P(I - ww f )r\ 

由定理 2 丄 2 可知，从 f (m ) — ww f > 0可得1 一 Wtc; > 0,这就是一个普通的超球体， 
故得出 


J … j mz 


I-Z2 f >Q 


.f 1 


det(/— Z TrijTl —\Z^ ntn _ 1 )Z mtn —i J* … j f(Z)w^ 

名 m ， w-l 之 1—W^ttJ >o 

(2.2.3) 

2) 我们用另一种方法来分裂 


Z 




n 


P 




l,n 




而 P 是 矢量. 由于 I- 名❸ > 0 与了-方 Z > 0 等价， 故如 1) 可知 


J...J f(Z)Z = H f(Z)Z 


I-ZZ f >Q 


—mo 


J … J det (/ — ^ j /( 之 ) 心， 


此处 p = a 丽 f - z^_ hn z m _ ltn = r f r . 因此得出 
I … J f(Z)Z^ det (/- z m ^ hn z f m ^ hn )z m _ ltU 


-ZZ f >0 




f(Z)u. 


L-uu^>0 


(2.2*4) 
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定理 2.2.1 的证明.反复应用（ 2 + 2 . 3 )可得 


| f(Z)Z = I -I (1 — 


I-ZZ*>Q 


<1 


iua ㈣ <1 

取 f(Z) = (det (/ - ZZ f )) x , 可得 


...(1 — t^2^2) n_3< ^2 X * ■ T X f - ” f /(Z)An. 
J J J J 


(2.2*5) 




- n I' "jt 1 ^ _0 卜 1+ 〜 


ww*<l 


(此式亦可由 （2.2,4) 证明之 ，） 
习知 


# (1 - x? - 




… dx 2 m = r[^m) h > 0 ) ，（ 2 义 6 ) 


故得定理. 

累次运用 （2.2.4) 式、可得 

定理 2.2.2 若 Z = Z^ nhn \ m> I; 又若 f(Z) 乃一函数与么之最底下 m 
行无关者，如命 Z 之前 i 行所成之矩阵为即可命 f{Z) = /(2x) ? 如是则得 


j … j f{Z)Z = jr 


(m-nn OlV^-{m - I -1)! 

n!(n + 1 )! - ■ (n + m — I — 1 )! 


-zz f >o 


f» jf" 

-Zx^{>Q 


(2.2.7) 


§2.3 对称方阵双曲空间的总体积 

定理 2.3.1 命 Z{= Z ㈨=V)表对称方阵;并命 

MX) = |- | (det (/ - ZZ)fZ, 


I-ZZ>0 


则当 A > _1 时， 


Jn(X) 


(A + 1) - *. (A + ti ) 


*40 * 
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r( 2 A + 3 )r( 2 A + 5) … r( 2 A + 2 打一 1) 

x r(2A + n + 2)r(2A + n + 3) " ■ r(2A 十 2n) - 

特别如 X = 0 3 则得对称方阵双曲空间识 II 的总体积等于 

__ t :^ 咖屮 1 ) 214!… (2n —2)! 

寧 H ) =人⑼=一 0 + l)!(n + 2)!〜(2 n - l)"V 

在证明此定理之前，我们引进以下的定理： 

定理 2.3,2 若 a , c 是实数， b 是复数 , a < 0, |6| 2 - ac > 0, A > 

rr _ s 1 l / i&p — oc 、 A+1 

」 (c + bz + bz + azz) 卜诃 — 

e 十姑十孟义十 > 0 


证命 


则 


及 



c~\- bz + bz -h dzz 



所以 （2.3.3} 的左边等于 

丄 (\ b \ 2 ^ ac \ X 

W )\ \ a \ ) 


(1 — ww) x w 


1— it ?^>0 


1 / | 6 p - ac \ A+1 
a \ V \ a \ ) 


定理 2.3.1 的证明.命 






此处 & 是一 n - 1行列的对称方阵，”是—打一 1 维的矢董，名是 



( I - ZiZi - v f v 

y —(vZi -h ZV) 


-(Z^ - \-v f z) 
1 — vv f — zz 


利用 （2 丄 9)， 可知 I - ZZ > 0 与下列二式 f 


(2.3.1) 

(2.3.2) 

-1， 则 

. (2*3 J ) 


A + l 

1 复数 s 于是 


J — ZiZi -v*v>0 


及 


计 jr 若干积分 


— vv f ~ zz — {vZ\ 4 - zv)(I — Z\Z\ — v f v)~^ + zv) f > 0 


等价，且有 


det(Z - ZZ) 

(1 — vv f — zz — {vZ\ + z€)(J — 2iZ± — v J v)~ 1 (vZi H- st?) / )det(7 — Z\Z\ ― v , v) J 


故所求的积分 


JnW 


dot (/ _ Z\Z\ — v^v^Ziv 


(c + bz + 5 之 + azz) x z^ 


I—Z\ 2i—v f v>0 


c + bz -\- bz 4 - azz >0 


此处 


a = -1 - v(J - Z t Zi - v f vy l v\< 0), 
b = —vZi(I — ZiZi — v , v)~ l v\ 
c = 1 一 vv f — vZ \(J — Z\Z\ — Z\v f . 

由于 j - ZiZx 是定正的 3 所以有一非奇异方阵 r 存在，使 


I — z x z x ^ rr \ 


又命 


可 _ 


v f — /V ， v 二 ur\ 


v = (detrpit = det (/ — 2iZ\)u^ 

( I - 2 X Z X - t /公) 一 1 = u %)- 1 


又因为 


(I — = 1 ， ’ w(l — u f u)~ l w f = ww 1 


— UU - 


此处 u ? 为一 n-l 维矢量，可知 


a = —(1 + u(I - u'uy 1 ^) = - i _ 伽, ， 

f _ 一, 1/T mu urrzi^- 1 ^ 

b= u f uy\i f = — , _ , — 

、 f 1 — uu f 

c = i - ur f Tu f - urU—\f- u4) 一 1 厂 U 


z l ru , 
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1 一 ur f ru f - nr'Z!^ 


ZyPv! 




2 


1 — uu* 


于是得出 


I&I 2 - 


ac 


1 一 


(1 一 ur* Tv ； - ur , z l T / - l r~ l z 1 ru / ) 


uu 


— uu ( 


7 (1 — ur*{I + Z t (I- z^)- 1 Z^Fu 1 ) 

(i - ur\i - z^z^Tv!) = l. 


故由定理 2 . 3.2 及 


det {/ - ZiZi - v f v)^ det (/ - ^H)det (/ - Z X Z X ) 


(1 — (/ — Z\ 2 /\ ) , 


可知 


JnW 


Jt 

aTi 

K 

A +1 

jt 

A +1 


H 


1 — 2^1 — t/ 1 


(det(I— — 
(1 + v(I — Z\Z\ — t/U) _1 t/)A+ 2 


Z t v 


I (det(J - ZiZO)^ 1 ^ j … I (1 一 uu^^u 


IZi^>0 


—u ; ti>0 


… （ det(J — Z 1 2 1 )) A+1 杰 I" … (1 - un f ) 


^/\2\-h2 


U 


-A 0i>O 


l-nu^o 


(由定理 2 . 2 . 2 ) •由 ( 2 , 2 , 6 ) 可知 


JnW = Jn—1(A 十 1) 


Jt n r(2A + 3) 


续行此法，并直接算出 71 


Jn(X) 




A + lT(2AH-n + 2)* 

的情况,可得 

r(2A + 3)r(2A 十 5) ， .. r(2A + 2n — 1) 

(A + 1) … （A + n) r(2A + n + 2)/ , (2A + n + 3)" * r(2A -h 2n) 


^Jnfn+I) 


§2.4 斜对称方阵双曲空间的总体积 

定理 2.4,1 命 n > 2, Z(= = -Z f ) 表斜对称 方阵; 并命 

K n (X) = f - [ det (/ + ZZ) X Z, 

I+Z2>0 


(2.3,4) 


若千积分 


- 43 - 


则当 A > — 会时， 

m n^A + 1)P(2A + 3) ” - r(2X + 2n-3) 

nK } r (2 A + n)r(2X + n + 1) … F (2 A + 2n-2), 

特别如 A = 0, 则斜对称方阵双曲空间的体积等于 

y(SR|ir ) =眞秦 _ 2 !4! . ..(2n — 4)! _ 

i [’ （n - l)[n! … (2n — 3)! 


证命 


2% 


此处 A 是 n - 1行列的斜对称方阵， W 是一 n - 1维矢量，则 


I + ZZ 


/ + 2i2i — vfv, ^2/xvf 
uZi 1 — uu f 


由 (2.1.9) 可知 J+ZZ>0 与下列二式 


T + 7i\ — yfu ^ 0 


(2.4.1) 

(2.4.2) 

(2.4.3} 


及 

1 一 ufi’ + v,Z\{^I H - Z\Z\^ — v/u) 1 名 1 奴 ’ > 0 (2*4*4) 

等价，井可知 

det {/ H- ZZ) = (1 — uv! + uZ\[I + Z\Z\ — u f u) _1 Ziii / )det (/ + Z\Z\ — v!u). 

命 j 十 ZiZi = rr , u = vr \ * (2.4.3) 可知 


1 + ZiZx > 0 S / - V 0 > 0, 


(2-44) 的左边等于 

1 一 vr f Tv f -h vr'z^T^ii - v f v)- l r^z^rv f 
=1 - v^Tv' + vr f z 1 r r ~ 1 r~ 1 Zirv f - |v 厂 'AfV| 2 /(i - w) 
=1 - vr\i^ 冬 々 ) 一 1 JV — 卜 r%r_ V| 2 /(i - w) 

=1 ^ vv f - ^Zxr^^^lil-vv') 

1 -f 

=1 一 vv 
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此处用了 PZtP - 1 是斜对称的性质，因此得出（由定理 2.2.2) 

K n {X) - 1^1 (dettJ + Zi^))^ 1 ^ |f (l-vv f ) 2X v 

I-hZi^!>0 l-v f v>0 

_ 厂 ( 2A + !) r/ u 




续行此法并最后算出 


M<1 


即得定理+ 


§2.5 超球双曲空间的总体积 

今往研究超球双曲空间汛! v : 命;^代表 n 维矢量 （ q , … , z n ) t SH w 乃适合于 


\zz f \ 2 ^l-2zz f >0 


(2,5,1) 


|^| < 1 

的之所成的集合.先把此域的定义换一种说法 * 由（ 2 -匕1)及（ 2 各 2 )可知 


(2.5.2) 


(1 - zz f ) 2 > {zz f ) 2 - \zz f \ 2 > {zz f ) 2 - 1. 


(2.5,3) 


由 (2.5,3) 易见 


乏 〆< 


(2,5.4) 


从 （2.5.3) 的左一半及泣'> ' zz ' l , 可知 


i~zz f > V(^) 2 - !^1 2 , 


(2,5.5) 


所以凡适合于 （2,5.1) 及 （2.5,2) 的点一定适合 （215), 

反之，凡适合 （2.5,5) 的点，显然适合 （2.5,1), 又由 S 芝？及 (2*5.5) 可得 
M < 1，即(2.5.2)，故汛 iv 可由 (2.5.5) 来定义. 

定理 2^5.1 若 ct > 一 1, /? > —(n + oc )， 则 


v (^ o 2 ']« i 2 r a - 
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r { zz f Y - \ zz f \^fz 


7 i n 1 r(a + l ) 

2 Tt - 1 aH-/5 + ri7^(a + n) 


(2.5.6) 


又治 a = 3 = 0, 则 9 t tv 的体积等 T : 


ns %) 


2 n ^ ^ n ^/ 


(2,5.7) 


证当 


时，命 z = x ipjX^y 是实数，此时 

zz f — zz \ = x 2 + y 2 . 


故《 IV 即为复平面上的单位圆；因而得出 


^ ( a , 0 ) 


^ 3 + v 3 <i 


(1 - ^ - V^dxdy = 


定理已明， 

Ml n > 2 时，命 2 ： = ； r 十％，此处：， y 是实矢董， (2*5.5) 变为 


1 — xx 1 — yy r > 2 \/xx f yy r - ( xj /) 2 5 


(2.5-8) 


因此 


L n (a 肩 = J." J(1 -xx f ~yy f - 2y/xx f yy^ {xy^) a 

x (1 - xx f — yy f 4- 2y/xx t yy t — {xy f ) 2 ) 3 xy, 

此积分展布于 （2.5,8) 上.对一固定的％有一行列式为1的正交方阵 iJ 使 

xR — { Vxx f y 0, -' ■ ， 0). 

对 y 行变换 i / J ? = ( f ， w )， 此处 S 是一 实数^ 是— «-1 维实的矢量,如此则 (2.5,8) 
变为 


1 — xx f 一 £2 — yjw ! > 2 \/ xs f (^ 2 十 WW 1 ) — = 2>/ xx f ww ^ 


{2,5.9) 


因之所求积分等于 


L n ( a } 0 ) = |…- P — xx e — ww r — 2Vxx ^ ww^y 




x (1 — — ww / 4 - 2 V x^ww* y j d^wx , 


此积分展布于（ 2 .5-9)， 
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(取0雩 —rX + V — 

^^(271—1) 1 


© 


n 


22 n — 3 


(l-cr 2 ) a (l-r 2 )^ 


g + 

~2 


n—2 


X 


<7 


2 

ft _ 2 


0< r ^ cr<l 

dadr 


2 


a 


2 


r 


Q) 


n—l\ 2 4n ^ 6 


x 


o 


ri 


(1 — r 2 )^dr (1 — o 2 ) a (a 2 — r 2 ) n ~ 2 trda 


( 命 cj 


a 


2 ,2 


1 一 (7 


2 




U) 


T 2 


r 


© 


n - 1 \ 2 4n ~ 5 


o 


{ l - r 2 ) a ^ +7l - l dr 


(l - u )) a u > n - 2 ( L ; 


o 


2 




i ?t^r(a + /3 + 7z) r(« + i)r(n - l) 


r 


Q ) 




r (a + n) 


代入 (2.5.10) 得到 


1 Jr^ 2n+X >r(n - 1) r(a+!3 + n) 尸 (a 十 1) 

71 a, 一 2 2n — 3 尸 (2) 厂 ( 打 -1 ) 厂 ( n + a + /3 + 1) r(a + n) 

_ Jt n 1 r(a + l) 

2 n ~ l a + P -\-nr(a + n) 

(此处用了习知的公式： r ( x ) r(x + ^j =^(2 x ).2^). 
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§3.1 酉积分元素 

将 n 行列的方阵2看成为 2 n 2 维（实）空间的 一点， 则当2过所有的酉方阵 
时，在2« 2 维空间中得出一維数是 n 2 的流形 . n 行列_酉群及它所代表的流形都 
以 IXn 表示，今往算出流形 iU 上的积分元素. 

如把 Z 所经过的 2 n 2 维空间看作普通的欧几里得空间，这空间的基本微分二 
次型定义为 

n 

aidZdW) = E 叫 i 2 . 

ij=l 

以 Z = U ( 酉方阵）代入 /由于 



dW 二 - U ' l dUU ~ l , 


所以在流形 iln 上曲基本二次型等于 



ds 2 ^ - aidUU ^ dUU - 1 ). 

(3. L 1) 

命 

SU = U~ 1 dU = U f dU , 

(3.1.2) 

由于 0; d ( J ) = d ( Ff /) = 

- U f dU -^ dU f U t 因此 



SU f = - SU ; 

(3,1.3) 

故 (3. L 1) 可以写成为 

ds 2 = a { SUSU f ). 

(3.1,4) 

把瓜写成为（加由 （3 丄 3) 可知 ㈣ 代进 { Z .1 A ) 可得 



ds 2 = 

(3 丄 5) 




写成实向貴 5 以力 = iSsj, Sujk = ^Sjk + iSs f 3ki 5ukj — 一如 # + < fc )， 故 

ds 2 = + 2 乙 ((㈣ fc ) 2 十 {Ss f jk f) t (3.1.6) 

i=i j<k 
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因此 Un 上的积分元素 

n 

々= 2 今 11 n n ㈣ fc 〜). （ 3 丄 7 ) 

i=l j<k 

命 V 及 W 表任二固定的酉方阵，则从变形 

u t = VUW (3丄8) 

可得 

SU X ^ W ' SUW , 

故 

cr ( 犯 1 爾 i) = <r(W f SUm f W) = a(SUW f ). (3 丄 9) 

因此得出 

th 二 U . (3.1.10) 

这是酉积分元素经变形 (3.1.8) 的不变性. 

今往引进酉方阵的襄变量表示法，在此种表示法之下，酉积分更清楚.命 

U = {I + iH){I - iH)~ l , (3 丄 11 ) 

不难证明， ff 是一爱尔米 方阵; 这 H 称为襄变量. （3,1,11) 的逆变换是 

H = i(I - U )( I-h U )-\ (3,1.12) 

不难证明， 一 般说来从酉群 iL 到 n 行列的爱尔米方阵的集合是一对一的，所 
谓“一般撒来”乃指可能有较低维的流形是例外，如 det(J + U ) = 0 流形①就是例 
外， 

微分 (3. L 11) 可得 

dU = - my 1 十 - iH )- 1 

= 2 i(I - iH )~ l dH(T 一 iff)—I 

故得 

6 U ^ 2 i (/ + - iHy \ (3. L 13) 

因此得出 

< r ( SUSU f ) = 4 a({I + H 2 )- l dH(I + H ^ dH ), 

所以 

t / = 2 n3 det(I + (3,1.14) 

① dety + iH ) = 0 是永不可 能的 . 
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n 

此处片= 2""^ 而 H = 


j 二1 j<k 

这种表示法下，酉方阵的流形一变而为 


h， jk +ihu 


—oo < hjr < oo, -oo < hj k , h% < OCX 


当然必须除 去一个 较低维的例外流形， 
定理 3.1,1 酉流形 1 U 的体积等于 


(2^)^ 

1! 豆 !… (n- 1 )厂 


证由 (31,4) 可知 






I 


[7 = 2 , 


，:2 




再由定理 2.1.5 可知 


n—l 


ti —2 


n r ( n 十豆） n ， 卜 *) 

叫 = 2- 3 2^^^ 3 ^-— -- 

n—l n—2 

H r{n- j)]J r(2n- 2k ^ 1) 


n—2 


i =0 


k =0 


(3.1,15) 


由于 r ( x ) r ( x ^ - ] = y / nr { 2x ) 2 x - 2x , 可知 


n ( r (n-j)r G j — •)) =0 n( r ( 2 卜 2 卜 1)2 2 - 2 崎 ) 

li=0 ^ 、 7=0 


n—2 


Jt? 2- n ^ n - 1 > JJ r\ 2 n - 2 k-l). 


k=Q 


故得定理. ^ 

附记 1 有些书上用 f [ S Sj U ( 如 y ‘）作为酉群的积分元素，它靡 (3.1.7) 

i=i j<fc 

差一个常数因子 2^. 

附记2 在襄变置表示法 (3-1.11) 例外的部分可以设法免除.免除的方法 
是引进爱尔米方阵的齐次坐标，即利用爱尔米方阵的射影几何学的方法，本书中不 
加叙述. 
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§3.2 酉群的傍系的积分 

任一酉方阵17可以表成为 

U = VAV ~ l , A = [e 浙，… ，e 礼)， 2 ji > 術 > … > 0， （3.2.1) 

此处V是酉方阵.因 6^(1 矣 j 矣 n) 是 t/ 的特征根，故/I是唯 一_. 又若 

U = VAV~ l = V ! AVC \ 

如果 t/ 的特征根各不相同，则得出 V{~ l V - [e 心，…叶所有形如妒= 

[e— ，… ,e^] 的酉方阵组成 iU 的一个子群.命队]表对此子群的傍系的集 
合，则 K 与 F 属于同一个傍系.于是 ， 一般言之,任 一 V方阵必 一一 对应于一个 
3及 [1 U] 中的一个傍系.今往求出酉积分元素和 i 的积分元素以及 [iU 的积分元 
素间的关系. 

微分 (3.2.1), 

dU ^ dVAV~ l - VAV ~ l dVV- 1 + VdAV ~\ 


即得 

V f dUV = 5VA- A8V -h dA, 

故 

a(dUW f ) ^a((SVA- ASV)(5VA - A6Vy) + (r((8VA - A5V)dA f ) 

+a{dA(8VA - ASVY) 4 - a{dAdA f ). 

由于 <t{{WA - A6V)dA f ) = 0, 并命 6V = (6v jk ) y 印知 


n n 

aidUW ')= E i ^(^-^) i 2 + E ^ 2 > 

j , k -\ j —\ 


注意此处&^并不出现.由微分矢量所张成的积分元素以女表之,而以= 
咬]表 [ t/] 上的积分 元素. 于是得出 


夕=向 JJ |e 岣 —e 叫 | 2 册…机- (3.2.2) 

j<k 


定理 3.2,1 傍系集合 [ig 的体积等于 

(2 jt ) ^ 

n 一 1!2!… （ n- 1)! 
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把 


表成为 


0/ 


n 


4 


n ! 


2 ji 


d9 l 


o 




0 


d ^2 * ' * 


^ITr— 1 


0 


J] |e 吨一 e i&k \ 2 d$ n 


j<k 


p2« f27t 
0 


Yl -e’ 2 d&i … dff n + 

j<k 




■j 


JJ(e 两 一 A) 
j<k 

i((n— 幻 3 +—+% 叫 


in 


(共有 n ! 项)，由于… + m n w 的正交性，因之得出 


(2« 


定理得证， 

现在我们再来讨论另一傍系集合 UU ， 其子群是由形如[土 1，…，土 1] 的 f 
个方阵组成的.任一酉方阵 V 可以 [ lUj 中的一个傍系[«7]及一个对角线方阵 
A = [ e ' e ' … ， e 《](0 ^ 9 l ^ ^ ^ $ n ^ 2 n ) 表之 * 又 {1^} 元可以看成为 

一 个如次定义的 集合： 由诸傍系 [ C 7] 及所有』= [ e ' … , e ^](0 S I ，…，心$均 
所成的集合，故 { Un } 的总体积等于2-%„. 

§3.3 爱尔米方阵的极坐标 

习知任一爱尔米方阵 H 可以表成为 


i? = UAU\ (3.3 J) 

此处 C / 是酉方阵，/= [ A ^ …，; W ] 是一对角线方阵 

入1 >入2為…> 

(a a ) 可以称为爱尔米方阵的极坐标，其中3对应于普通极坐标中的向径,而 t / 对 
应于辐角.但现在的缺点是其间的对应不是一对一的.若 

H = UAW = ViAiU[, 

则显然有 = 4 1; 如果 F 的特征根各不相同，则得出 UfU = V = [ e# 1 ， …， e 夂 1， 
即 C ； = C / iK 因此一般说来，付到 ([ UnhA ) 的对应是一对一亂盖 if 有重根时，即 
成一较低维的流形时是例外. 
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微分 (3-3,1) 可得 

dH = dUAU f + UdAU f + UAdU\ 

故 

WdHU = SUA ^ dA - A 51 L 
命 WdHU = 犯及祀 = (如 fc ) s 贝(1 


^9 jk =6 ujk{Xk - ^ j ) (j 笋 *0, 


^ 9 jj ~ - 


分开 Sg Jk 的虚实郁分，可得 


h = !"!(〜— 必 1 “ .似作向， 
j<k 


因而得出 


det(J 十 H 2 )~ n H = 11( 入厂 〜) 3 ft 1 + ■ -^n[U] 

j<k i—1 


e i0 ^ = (1 + UjXl-iA^- 1 , 

则因 Ai > 入2 ? …故可命 Jt > Si > & > …- A 又 


n 


n( e 馮- e 遍) = n( 2i ( A r 夂))取-叫―… -1 )， 

3<k j<k k^l 


于是 


^ i e ^_ e ^ i 2 = 2 —- 1 ) n (入广八 ) 2 n 。+ a ! 广卜 _i ) 

j<k }<k k—l 


又因 


dSj 


2 dA , 


W ^ W ) 


及 (3 丄 14) s 所以得出 


U =] J \ e ^ - e ^| 2 rf 0 i ^* dB n [ tT |, 

j<k 


此处 e ^ 91 ，…， e 也是？ 7 的特征根 ， H Ji > 内 > 沒2 > …会 4 > 一冗 ■ 


(3,3.2) 


(3.3.3) 


(3.3.4) 
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§3.4 方阵的极坐标 

今往讨论任意 n 行列的方阵的极坐标.已知任一方阵 z 可以表成为 

z = UAV , ( 3 . 41 ) 

此处 (7 及 F 是 n 行列的酉方阵 5 』= [A^ ". , A n ! 是一对角线方阵，其对角线上的 
元素适合于 

Ai > 入2 > …$ 0, 

此 ( U } A t V ) 可以称为 Z 的极坐标，但需注意 Z 与 ( U y A , V ) 之间的关系井非 一一 
对应的,但是，今将证明，2所成的集合除去较低维空间的流形外与 
一一 对应.假定 

Z^UAV = U 1 A l V u 

由于吃…，是的特征根，因此 A - A lt 又命 f/r 1 !/ = 1/ 2 ,则 

U 2 A 2 77 f 2 = A 2 . 

今假 定诸; V 互不相等，则得 R 是一对角线酉方阵，因得到以上所陈述的结果.仅 
需注意 ZZ ， 有重特征根的情况，此时 Z 成一较低维的流形. 

注意:圮的维数(实)是 n 2 , 队]的维数是 n 2 - u ,/ l 的维数是 n , 故队] x 」 
的维数确实与 Z 的维数 2 n 2 相等. 

今往研究变形 （3.4.1) 的函数行列式 + 为了易于了解及将来引用方便计，今分 
步地完成坐标变换的手续. 

1) 习知任一定正爱尔米方阵丑可以唯一地表成为 TT \ 此处 r 乃一三角方 
阵,其右上半皆为零，其对角线上皆为正实数. 

把 F 写成为 ( hjk ) 并命 hjj = hj 及 hjk = h^k > k ), 此处 hj , h f jk , h f l k 

都是实数,共有 n 2 个; 又命 ' 

右 = 2 ¥ 亡如 I] ㈣ 一 A) 

j>k 

表爱尔米方阵的体积元素. 

把 r 写成为 r = + > k ), 此处 都是实 

数， 且命 

n 

f 叫 n( d 4 d 4) 

片 7>^ 
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表三角方阵所成的流形的体积元素. 

定曜 3,4.1 我们有次之等式 

证今用归纳法来证明这一定理.当 n = 1时，因心=札此定理显然真实. 
命 



由 j? = rP 可得 


v = rT \, hn ^ rr^C 

容易算出， v 与丁 间的函数行列式 g = I det 叫 '皆 =2 t n , 故得 

n«= idetr / n(dCdc)=(ii" 2 n ( 出 “ <). 

k=l k=l k=l 

由归纳法假定可知 

n—1 n 

J] (dh^dh^dhn = 2 n (tr -t n ^) 2 t n fh IJtdCdC^dtn 

h=l k=l 

= 2 、 ,. .“)1 ( 2 中栌 _ 2 ) +1 … t^) t = 2 甲 * 严 - 1)+1 … tUt n T. 

2) 对任一行列式不为零的方阵2,由 1) 可知有一如 1) 所述的三角方阵 T ， 使 
ZZ f ^ TT \ 于是得出 

定理 3.4.2 任一非奇异的 方阵之 可以唯一地表成为 ry 之形， 此处?/乃一 
酉方阵而 r 乃一三角方阵，其右上角为零而其对角线上元素为正. 

证由= TT \ 故可令 Z ~ J T = t /- 1 , 即得7 = TU , 

又因一今右上方为零且对角线上元素为正数的三角方阵为酉方阵的必要且充 
分条件为此方阵/，故若 

则必 TsTY ，从而 U 二 lh . 

定理 3.4.3 由定理 3+4.2 中 Z 之表示法所得出之体积元素间的关系如次： 

Z - 2 ^ 卜 1)+1 …<一士紙 


此处々 乃酉方阵的体枳元素. 


(3.4,2) 
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证由 

Z^TU 


可得出 

dZ - dTU + TdU , 

行列互换并取其共轭虚数立得 

(3.4.3) 


dZ f - U ~ l dT f + dU -^ = U - 1 ^ - U ^ dUU - 1 ^. 


命 5 C / = dUU ~ 

\dP = dZU ^ 1 及 dQ = UdZ \ 可得 



f dP = dT + TSU , 

\ dQ ^ dT f - SUT f 

(3.44) 


(此处之犯与 §3.1 中所定义者不同，但 §3.1 中 W 所具有之性质，现在的= 
dUlT 1 亦均具备)，命犯^ ( dv jk ). 

将 (3.4.4) 依元素写出，即 


dpjk ; Mjfc tj s dv 3 fj ，若 j > fc ; 

S=I 

(3.45) 

k 

dqjk = dikj - ^2 ^ sdvj Si 若 j < ft ; 

3 = 1 

(3.4-6) 

3 

dpjj = dtj + 丫 t js dv sj \ 

(3.4.7) 

j 

^>Pjk ~ > : 若） fc ; 

#=1 

(3.4.8) 

k 

^Qjk = 一 > : 若 jf > ~ 

s=l 

(3.4.9) 

i 

^Ijj = d#j —〉 ： tj^dvj s \ 

M — 1 

(3-4.10) 

又由 (3-4.7) 中减去 (3 A 10) 得出 

j-i i'i 

^{Pjj ~ Qjj ) " > : tjsdvsj + 2 tjdvjj + 〉: Tj 辠 dvj ，. 

^=1 j=i 

(3.4.11) 

今往算出下列函数行列式之值： 

T \d(pjk(i>k),q jk {j<k) y p j j(l< i j< : n),p jk (j<k),q jk {j>k),p jj - 




方阵的极坐标 




由 （ 3A8) ，（ 3.4.9) 及 (3.4,11 ), 其中无有 dt jk ,dt k j St dU , 敢得 


J= 9(p jk {j < k),q jk {j > fc),Pjj -9jj(l ^3 ^ n)) 

d(v jk (l < j,k ^ n)) 


注意在 (3.4.8) 中仅有 dv pq {p < q) t (3.49) 中仅有 dv m {p > q). jB dpjk(j < fc ) 写成 
dv pq (j> < q) 之线性变换，其方阵乃一三角形者，而其行列式之值为 


t n - u 故得出 




(3,4,12) 


由于若£； = 37 + 贝 lj 


d(z,z) 


y) 


9{pjk,qjk) 一 2 n ( n— ■ i) I ^(pjfet Qjk) 

^ 於 jki) v jk) 


由此立得 


騎卜以一 … K 


又因 


9( Z , Z ) d [ Zjl \_ , 

d ( p 、 Q ) — ， | s ( x ， y )|— ， 


故最后得出 


Z= 2 - 1)+1 …蟓 


3) 极坐标的体积 元素： 

定理 3.4.4 由 (34,1) 所表出的 2 与[叫 x i x 之关系的体积元素之关 


系为 


Z- D 2 (\ u …， WAi … d\ n U[U}. 


(3.4.13) 


证命 


ZZ 1 = H, H = TT, 


由定理 3A3 可得 


含 = 2 _ 1 )+1 … ^ 八 扣 


又由定理 3.4.1 可知 


Z = 2~ n HU, 


再由 (3,3,2) 可知 


Z = D 2 (X ir - , A ra )dAi … dX n U[U). 
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§3.5 对称方阵的极坐标 


命 z 表一复元素的对称方阵，作者（华罗庚 [1]) 曾经证明任一对称方阵可以表 

成为 


Z = VAU \ 


( 3 , 5 , 1 ) 


此处是酉方阵，而]=化，… M 是对角线方阵，其对角线上的元素适合于 


Ai > )2 会… > 入孔 > 0. 

命 { iU 代表酉群 A 对其分群1±1， . ■. ， ±1] 所成的左傍系的集合，如此则易证； 一 
般来说， Z 与 {‘} X 4之间的对应是一对一的. 

微分 ( 3 . 5 . 1 ) 

dZ = dUAU f + UdAU f + UAdU\ 

U f dZU = 5UA 十似十 A5U\ 


此处 8U = U f dU , 可得 


a(dZdZ f ) = (TiWdZUWdZV) 

= <t{(SUA -^-dA + ASU t )(ASU f + dA + SUA)) 
= a{dAdA) + <j((SUA + ASU f ){A5U t + SUA)). 


命 



其中 


(SUA 4 - ASU f ) = ( dgjk ) {dgjk = dg k j ), 

n n 

a(dZdP) = jyx] + Yy 如 l 2 + 2 

j=l i=l j<k 

^ "I - Aj, j ^ hy 


由如分所张成的体积元素可定义为 { iU 的体积元素即当 ㈣ + 
叫 ’ fc 时 

n 

{ iin } = n Su ^ n Su u su j ^ 

j=l j<h 

故得 

含 = 2 ^ n 内 - 入以1 …入扁… dXn ^}. (3-5.2) 

j<k 
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丨三章 方阵的极坐标 

——一， 1 ^ ... = - - - - - I ^^ _ — -- 

今再讨论实对称方阵的极坐标.任何实对称方阵: T 可以表成为 

T- FAr\ ( 3 , 5 , 3 ) 

此处 r 是行列式为 +i 的实正交方阵 7 而 

^ — … t ^ti], Ai ^ A2 5 =… > 入打， 

且易见，一般 说来， 实对称方阵一一对应于 { O ^} x A , 此处{0 + }表示行列为+1 
的正交群对其分群[士 1，… ，士 1] 的左傍系的集合， 

微分(3.5.3)，则得 

r f drr^ sfa 十 dA- Mr ， 

此处= r - 1 d 厂是一斜对称方阵 . 因此 

a(dTdT f ) - ^({SrA - A 5 r)(SrA - Asry) + a(dAdA f ). 

命 [d+]= H 则用同法可以算出 

f = 2^^ JJ |Ai ^ dX n [6 ^y (3,5,4) 

i<j 

再命 S 代表一对称酉方阵，所有的 S 的集合以 © 表之.命 t/ 是一酉方阵，今 
往求出6上的经变换 

Sj - USU f (3.5,5) 

而不变的积分元素. 

命 

5 -(/ + iry\ (3.5,6) 

方阵 r 称为 s 的襄 变量； 由于 s 是酉方阵，所以 

{I iT){I - iT f ) = (/-^(J + iTO, 

即 r 是爱尔米方阵.又由于 S 是对称的，即 

(i + %t){i - iT )- 1 - {/- iry l U^- 

而得 r 也是对称的.因之， r = r = 即 r 是一个实对称方阵. (3.5*6) 的逆变换 

是 

-iT =(1 一 5 )(/ + SyK ( 3 . 5 - 7 ) 
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—般言之， （3.5.6) 及 (3-5.7) 建立了 T 与 S 间的 一一 对应关系，例外流形的维数低 
于 -n(n 4- 1)^ 

当 S 由 （3.5,6) 变为负时, r 亦将变为7^ . 今往算出 r 与乃 间的 关系*把酉 
方阵 （/ 分写成虚实部分 


U = A + Bi , (3.5,8) 

由 J 7 F ' = J 可知, A 与 B 是两个适合于 

AA f + BB f = / } AB f ^ BA 1 (3.5,9) 


的实方阵.因为 

S 1 = U 8 V 1 = (^4- Bi)(I + iT){I - iT )~ l U~ l 
= [(A - BT ) + (5 + AT ) i \{ I - iT )~ l ( A - W )- 1 
-(/ + i(B + AT)(A - BT )- 1 ]^ - i ( BAT )( A - BT )- 1 ]- 1 , 


得出 


^ (AT 十 B)(-BT + A )- 1 . (3.510) 


由 （3.5.9) 显然得出 

(AT + B)(-BT + ^)- 1 = (— TB ' + B f ). (3,5,11) 

撖分 (3.5.10) 并用 (3+5.11) 可得 


dT t = AdT{-BT + 乂广 1 + (-4T+ B) (— Sr + A)~ l BdT{-BT + A)^ 1 
= AdT{-BT + ^)- 1 + {-T& + A f )~\TA f + B t )BdT{-BT + A)^ 1 
= {-TB f + 4 广 1 [(-TS' ++ (TA f + B r )B]dT(-BT-b A) 一 1 
=(-FT + Ay^dT(-BT + A)~ l . (3,5.12) 

又由 （3.5.9) 及 （3.5.11) 可得 


I + I + {^ TB / + AT l { TA f ^ B f ){AT + B) (— BT + A )— 1 

=(— bt +乂)，- 1 [(一 

=(-ST + Ay -^ I-h T 2 )(-BT + 乂广 1 , (3*5,13) 

由 (3.5-12) 可知 

Ti = (det(-BT + A))-^ l ^T, 

又由 （3.5.13) 得 

det(J +lf) =- det(/ + T 2 )(det(-BT4- A) 疒 2 ， 
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故得 

( det(I + T?)) _ ^fi = ( det(J + T 2 ))- 乎亡 （3.5*14) 

用与前面相同的方法 (§3,1) 可以算出 

S = 2^ lii (det(jr + T 2 ))-^T, (3.5.15) 

此处 r 二 2^^ n d ^' 显然有左 = 九这是一不变积分元素， S 的总体积由定 
理 2.1.1 知等于 


5=2 




5 


det{I + T 2 )-^-f 


T 


2 


1) 


jt ! n ( n+1 ) 


(■) 


n 


n-l r (- - - + 

n 2 

AA r(n + 1 - v) 


2 


如杲用 （3.5.4)， 则得 


S-T ^ 2 -、 


n 


JJ jAi — Aj| J^[(l + A?)— IL ^ciVi … dA^{C? + }, 

t=l 


(3.5.16) 




1 + W 
1 — i V 


由于 Ai ^ Ag ^ ^ > A raj 故可命 it > fli > & > … —ji ， 易得 

也一 _ 2 t ( A ^ - X ^) — 

(1 一 — iA ^) 1 


即 

即得 


另一方面 


| e 轧 一 e 访叫 


2| A ^ — A ^| 


(i + A 2)§( i + A 2 )r 


2 中 niwi 

n I a-# 卜 n - ^ — 

J7(i + A^)V 


dO ^ — ^ 


1 + iXi / 


t ^ ik ) dK = \ h^ dK 


(3.5. 17 〕 


(3.5.18) 
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由 (3A16), (3.5.17) 及 (3.5.18) 可得 


5=2^ n 


e 礼 —e 心 ㈣ v<^{6 + } 


(3.5.19) 


附记本书中建议以下的结杲：任一对称酉方阵 S 可以表成为 

5 = rAr \ 

此处 r 是一实正交方阵，其行列式等于1及3 

§3.6 斜对称方阵的极坐标 

作者（华罗庚[叩 曾证 明任一复元素的斜对称方阵 Z 可以表成为 


UMU\ 


(3.6.1) 


此处 E / 是酉方阵而 


M 


0 M 

-Ai 0 


如果 n 是偶数，这直和止于 

上呌0' 

今将讨论形如 


0 A 2 

一大2 0 

0 夂 
— 0 




Ai 3 A 2 為 "■ > Ap > (X 


，此处 r 


2 


n 


. 不然在此项之后再加 


k = rFr f 


(3.6.2) 


的斜对称方阵> 此处 r 是实正交方阵之行列式等于1者，而 


F 


0 € 


i 9 i 


0 e 


e 


iBx 


0 


e 


i&2 

仿 2 0 


+ 


It > I > -" > 扎 > 0. 


当 n 是偶数时，任一斜对称酉方阵可以表成为（3及 2 )的形式 7 但 r 的行列式 
可能是土 1. 可'注意 者：当 (3.6.2) 中的实襄变量当作复变数时， (3.6,2) 可以代表斜 

对称方阵所成的^维（实）流形. 

方阵 （3+6.2) 的集合用爲表示.如果两组及 ( r x , Fi ) 代表同一方阵，即 

TFr y = 


则得 F =巧，且当冗> ^ > 0 2 > … > 扎 > 0时 


r = a △， 
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此处 



cos 5] 
— sindi 


sin5i 
cos 5 \ 


cos ^2 

- sin^2 


最后的 尾巴视 n 是偶数或奇数而为 


sin <52 
costSa 



( cos 5( / sin 心 

— sin S v cos 


或 


( cos5^ 

— sin 


coeS ^ 



(3+6.3) 


我们也用 r 代表正交方阵行列式为 1 者所成的群， △ 也表 (3.6.3) 所成的群, 
s = r/A 代表 r 对其子群 △ 的左傍系的集合，如此 可知： 一般言之，兵上的点与 
S 中的一傍系及一个 F ——对应+ 

微分 （3.6,2) 可得 

dK = drFr f + rdFr' + rFdr\ 


再命 a = r f dr , 如此得出 


r f dKr = SFF + dF- Fsr 


及 


可知 


r ， dK*r = + sr ， 十 dF, 


a{dK^ dK f ) = (T^dKr^ r f dK f r) 

=a((6rF + Fsr)(srF r - F f sr)) - a((srF - Fs^dT) 

+ cr(dF(^F^r + 6FF f )) + a(dFdF f ). (3.6.4) 


由于 


d! 1 = d8\^ ddi ， dQ^f d02^ * *., 


可知 


a{dFdT) = 2(d(9f + - * 4- d6l). 


又由于 dFF f = F f dF y 可知 


a((SrF - FSr)dF f ) = aiSFEdF') - a{8rdF f F) = 0 


(3.6.5) 

(3.6.6) 


及 


(- Fjr 十 SrT)) = 0. 


(3.6.7) 


更有 
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<r((srF - - F f sr)) = 2<r(srF6rT) - 2a(sr 2 F f F). (3.6.8) 

总括（ 3*6.4) ， (3.6.8) 可得 

a{dKdK f ) = 2a{SrF6rF f ) - 2a(5r 2 F f F) + (3.6.9) 

a=l 

形式上虽然有 —l) + i / 个变数 Sj 邸 (1 < a < /3 右 n ) 及 dff a (l < ct < z /) 的 

二次型，实质上，它并不含有 5712, 暴 7^4,… ；换言之，它是一个 ^n(n - 1) — i/ + i/ = 

^n(n ^ 1) 个变数的二 次型 . 以下我们将具体地算出这撤分二次型及其行列式（即 
体积元素 ). 

定理 3.6,1 流形滅 ( 由 （ 3 瓜 2 ) 所定义的）的容拐元素是 

K = a J] sin 2 ^-6 a ) 11 dB a S, (3,6,10) 

oc;l 

此处 

_ [ 2 2 + 一 1 )+ 去 ' 当找 = 2i^ 

a ( 2 2 +~ 1 )+l' 当《 = 21/+1* 

s 及傍系集合 i ； 上的容积元素，更具体些， i; 是的 乘积， 但其 
中除掉 ^7121 6734 ,… 诸项（项数是 

证先假定 n = 是偶数 . 把 化及尸 分裂为二行二列_小方阵 


及 


5厂 =〜 ( sr a pY = 

F — Fi+ … 


此处 

F a = e^Fo^ = -e~ ie -F 0 , 
代进 （ 3.6,9) 可得 f 




1/ \j 

a{dKdK f ) =2 ^(sr^F^r^F^)-2 ^ <i{6r 邰 srw +2Y,d0i 

Cfc ? ^=l Ct s j£?=l Q=1 

1/ 

~ - 2^2(a(6P aa FQSr aa F 0 ) + a(6r aoc SF ^)) 

Of—1 

十 4 [ (^(sr a0 sr^) + cos(^ - eMsr^FoSr^Fo)) 
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首先 

由此得到 
又命 



+ 2亡 
<1=1 



厂 aa 』 如厂⑽ Pb) + = 0, 



Msr^sr^) + 4 咖 ( 心 - o a )<j(sr al3 F^sr^Fo} 
= 4(a 2 + 6 2 + c 2 + d 2 + 2 cosf^ - 0 Q )(bc — od)), 

这是 a , b iCi d 四个变数的二次型,它的行列式等于 

4 4 dn 4 (H), 

由 （3.6.12) 及 （3.6.13) 可见 （3*6.11) 是一个4^0 - 1) + " = 
数的二次型，它的行列式等于 


4 2^l) jj sin 4 (%-〜），2' 
由此，: R 的体积元素等于 


1/ 


2 2u{u-lH\u J| siu 2(^ _ &<x ) JJ 札力 

1^0£</?^^ Ct=l 

再讨论 n = 2 u+l 是奇数的情况.把6厂与 F 分裂为 


6 ri 2 ^ 8 v 
—Sv f 0 


F- F (2 ^+0, 


代进 (3.6.9) 可得 
a ( dKdK f ) -2cr 



JAF X 0 
6v f F x 0 



ST^i 0 

-5 v f F [ 0 


2a 



SPiSPi — Sv 5 v f SP\Sv 
一 Sv f SI \ — Sv^v 



0 

0 



(3.6.11) 


(3.6,12) 


(3.6.13) 


^n(n - 1) 个变 


(3.6.14) 
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= 2a(SI\FjriF\) - 2a(5ri5A) + 2a(8vSv f ) + 2^^ 

a=l 

由本证明上半段的结果可知 ，兵 上的容积元素是 


2 2 ^- i )+ i ^ Yl sin 2 - 匕） ■ 2 。 JJ de a E , 


(3.6.15) 




现在我们再研究下列方阵所成的集合 


K = UDU \ 


(3.6.16) 


此处1/是一酉方阵而 




+ ■ * 、 


当 n 是偶数时,最末项是 


1 0 


不然，则最末项是0•当 n 是偶数时， （3.6.16) 


就是 (3,6.2); 但当 n 是奇数时,却不相同*前已知（3.6. 2 )的（实）维数是 - u ( n - l ), 
今往证明：当 n 为竒数时， (3,6.16) 的维数等于 ^ n ( n - hl ) - 1.由 UDU f = D 可得 

UD 2 = D 2 U , 


ul n 


-i) 


而 f / i 是 n - 1行列的酉方阵.由 


1 0 





+ … + 


—1 0 


可知巧是辛酉方阵 .n - 1行列辛酉群的维数是 in («- l ) } 故对一个固定的 if , 适 

合 （3.6.16) 的不同的?7的集合的维数是 _ n ( n - l ) + l + 酉群的维数是 n ' 敢 (3.6,16) 
所定义的集合的维数等于 


歹 n(n — 1) 十 1) = -^ n(n + 1) — 1* 


又此时 / T 的集合的总体积（即 《： fII 的体积）可由 n 为偶数的情形推出（见§4 + 8). 
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§3.7 实正交群的体积及其一个应用 

作为一个附录，我们现在叙述一下实正交群的积分元素及其体积.附在这儿来 
叙述的原因是由于所用的方法是一样的. 

现在先研究 n 行列的实正交群即适合以下关系的 n 行列的实方阵： T: 



(3.7.1) 


显然有 detr = 士1+行列式为+1的正交方阵所成的群用表示.对应于一个 T 
可以做一个方阵 




(3.7.2) 


但 det (/ + T) = 0的情形必须除外.现在对 det (/ + T) = 0的情形我们不能说 
“一般说来不成立' 因为任一行列式为一1的 T， 一定使 det(J + T) = 0( 此点可由 
det (/ + r) = dei ( TT f + T) = detTdet ( T f 十 J) = -det(f + T) 知之)，所以现在限定 
: T 属于 0$. 由 （3.7.1) 立得 

K= 一 iT; (3.7.3) 

解 （3.7.2) 立得 

T = (I - K){I + K)~K (3 JA ) 

由于 det (/ - K )= det (/ - K f ) = det(I 十 if)， 也可知 detT = +l. 

微分 (3,7.4) 可得 


dT = -2(1 + + Kr\ 


因此 

aidTdr ) - -4 a ( dK(I - K ^ dKiJ - if 2 ) -1 ), (3,7.5) 

把 dif 写成 ( dh 八 其中 = — dkji ' 把 （J - K 2 )- 1 写成 ( u s tl 其中⑽，则 
(3X5) 变成为 

8 — Ui S Ujt^jdkijdk 3 i , 

i<j s<t 

故得出积分元素 

f = 2 i n{n ~^ det(J — K 2 )-^ l ) K , (3.7*6) 

此处 

K = 2 I ^ 1 Yldk ij , 

i<j 


所以正交群 0 J 的总体积是 
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t 二 det (/- K 2 )-2(^ k . 


由 (2.14) 可知 


f - 1) 

j' — 2§ n ( n — i)ni n ( n _i) TT - \ _ _： 

— Lh 卟-1) 


现在我们可以算出流形及的总体积,先证 
定理 3.7.1 我们有等式 


f [ n — 2 (% - o 劭 i … 机 = 寧 


(3.7.7) 


(3.7.8) 


f … f II (哪❿ 一 COS 0 & ) 2 ^! …礼 =^-{)( y ^) 


证由于 


sin 2 (^-0 ft ) = 7| e 2 ^- e 2 ^| 2 


s in ^ 


的正交性质可知 


f *' * J" 1 i siri^(tfj3 - ^oc)dOi w * * d8 u 

7 i > e t >^> e v >o 


(3,7 J ) 


1 / 12 ^ » 2 小 — U 


Yl - e 瑪 l 2 晰■-爲 

0 


(2 才 "! 

u \2^ 2 " 


(27 tT 

2 u2 


又由于 cos 2 0 = ^( cos 20 + l )， cos m 5 = 2m~i cosm ^ + …及 cos m 6 的正交性 
质可知 


f ’ • ■ f ( IT ( cos #^ — cosS a ) J dBi …观 


2^ Jo 


det 


cos — 1 0 i ， …， cos 卜 1 九 
cos 1 " -2 $i ? … ， cos 卜 2 1 


d&i … d$ v 
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2 ^ * 以!2卜 _1 ) (卜 2 ) 


r 2 兀 


0 


■2?r 

0 


det 


( cos (^ - l )# i 5 …， cos ( i / - 1}0 V \\ 
cos(i/ — 2)01 ， cos{^ — 2 ) 6 ^ 


2 


1 


dB\ • * - d0u 


n 


{2 %y * u \ 


n 




2^ + e /!2( v _1 )(" _2 ) 2^~ l ^ u ~ 2 ^ 

今往研究形式如 


g = rMr f 


(3,710) 


的正交方阵 G 的集合，式中 Z 1 是行列式为1的正交方阵且 


M 


cos&i sin 
-sin cos^i 



当 n = 时，此直和终止于 


cos 内 sin $2 
— sin $2 cos 02 

cos 9 V sin 〜 
-cos 0 U 

cos 0 ¥ sintf^ 
一 sih^ cos 0 U 


+ 


jr > A > … > 扎 > 0- 

(3.7.11) 


而当 n = 十 1 时，它终止子 


+ 1 . 


(3.712) 


同时我们也用 G 代表此集合， V(G ) 表示 G 的体积.当 n 是奇数时， （3.7.10) 
包括所有的行列式为十1的正交方阵，所以由（3.7+7)， 


V(G) = (8 jt )* n(n_1 ) JJ 




ot =2 


尸 (《 — 1) 


(3.7-13) 


当 n 是偶数时，任一行列式为 +1 的正交方阵可以表成为 （3.7.10) 的形式，但 detr 
可能是±1,因之 




ct =2 


r(a — 1) 


(3.7.14) 


现在再用另一方法来计算 V ^ G ). 若 


g = rMr f = riM^i 挪 > h > ." > 〜 > o , 


则得 r = AA , 其中 


A 


cos S\ 

- sin^i 


sin 5 i 
cos Si 



cos $2 sin 知 
— sin<S2 cosiJs 


+ 
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因而一般言之， G 上的任一点可以用 S(= r/A) 的一个傍系及一个 M 来表示 ，并 
且表法是唯一的（可能有较低维的流形必须除外). 

利用己往屡用的方法可以证得 G 的体积元素等子 


1/ 


G — 6 II (cos - cos %) 2 n 




此处 




卜，若 n = 

2 2 l/ 2 + 2 t/ 若 + 1 


如果命 


V ㈤ = 1 … I 夂 




则得 


V{G) = bV{S) 


(cos 0^ — COS $ 0 ) 2 d$i * - - d0 v 


->^>0 




队 ㈤ 


(3,7.15) 


再由定理 3.6.1 可知 


c 


aV{S) 


rf 1 

Y[ sin 2 % - … dB v , 

W -1 -Bi"" ^ £3 , 






又由 (3-7,8) 可知 


1 ^ {2 nY 


(3.7.16) 


合并 （3.7.15) 及 （3.7.16) 可见 


命 


则得 


a 


c b 2 2 卜 2 


^ V ( G ). 


A 


a 

b 7 


若 n 是奇数， 


a -|±： a /® Jlfifjr 

—, 吞 n :&俩数， 


1 1 r f -) 

卜 A ㈣… 只#， 


Ori 


第三章方阵的极坐标 


此处 

' I 若 n 是偶数， 

<A i ▲ 

I 2、若 n 是奇数. 

当 n 是偶数时，只与 £ R in 的特征流形 C m 相同，因此^是 偶数时的总体 
积也己经算出. 


第四章若干一般性的定理及其应用 


§4.1 引 言 


命表示由72个复变数 S = (%…，所定义的 2 n 维欧氏空间的一个有 
界域.习知， frt 内的解析函数/ ㈤ 的模最大绝对值不能在 m 的内点取得（除/(4 
是常数外).命是91的边界的一部分,且有以下的性质：⑴汛上的每一解析函数 
的模最大绝对值在£上取得； （ ii ) 对£上的任一点 t 我们可以找到一个《内的解 
析函数，模在$ = £时取最大绝对值.这个流形£称为 9 t 的特征流形，显然它是 
由 £ H 唯一决定的，并且不难证明£是紧致的，而且如果一个函数在£上定义且在 
£上每一点有一邻域在其中这函数是解析的，则这函数就唯一决定了. $此推出£ 

的实维数一定 会 n ■以（匕 ，…， O 表£上的变数，且以從贫=&|此| 2 表 

£上的微分度量，并以4表其体积元素. 1=1 

如果有一解析变换把变为其自己，则它也把£变为其自己.特别是 S 经 K 
的稳定群而不变.如杲 5 H 经变换 z = ^〜而不变，则域汛称为圆型的.由此推出, 
如果诉是画型的，则£也是圆型的. 

现在假定 5 R 是圆型域+考虑矢置其支量是 



/! 




0 


a \ + ■■'-¥ a n — f - 


这矢量的维数等于 


(4.1.1) 


N f 


/? 


n(n + 1) … （n + / — 1) 


n + / — 1 


当 / 一 时， __ 

zif \ f z^z = 0 

J 1 R 

及 

两 (♦ 0 . 

j £ 

其证 明是： 用变换3 = 一叫则 


zWz^z — w^^w lS --w. 


m 


Vi 



第四聿若干一般性的定理及其应用 


• 73* 


由于 e i( f ^ g) e ^ 故得所证. 

命 


及 


z \^ f z^z = Hi 

. WH [ H - h 2 , 

c 


这是 两个化 阶的定正爱尔米方阵.因此有一方阵 r 使 


r / H 1 r = a , r f H 2 r - /(= 


(4丄2) 

(4.1.3) 


这儿/ I 是一对角线方阵 

^ — ，…， 

命^ = z ^ r 及 g 并以 {^> l ( z )} 表矢量 ~ 的支量，则 

tfil(z)ipl{z)k ^ S^S Jg (3l 
Jdi 


及 


因此 


9£{€)¥^{ C)I ^ S vtl 6fg ， 



是 9 t 上的一个正交正常系. 

习知 （ H . CartanW ) 

定理 4,1.1 对一个完整圆型域 £ ft ， 函数系 

W ⑷’ ^ = 1,2,- - * / = 0,1，2,… 




( 4 丄 4 ) 


(4.1,5) 


( 4 丄 6 ) 


成一个 {« 上的完整正交正常系， 

虽然如此， id ( C )} 是一个正交正常系，怛在£上一般是不完整的（在连续函 
数所成的空间中 J . 

已知 r __ 

/ =Oi/=X 〜 

是 Bergman 核，对任一 ' z 及任 一 W 的内点 w 这级数是 一 1 致收敛的. 
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我们定义 




/ =Q t/—l 


为 9 t 的 Cauchy 核（假定它是收敛). 


我们还定义 


n 义，0 = 


[ g(^$)p 

H{^) 


是域 JH 的 Poisson 核， 

本章的目的在于给出若千直接求出这些核的方法. 


§4.2 核函数 

假定有界域 m 包有原点为其内点.命 r 表变91为其自己的群，其中的元素是 
解析变换,使原点不变的诸变换所成的分群以凡 表示. 习知 （ H . Cartanfll )， fb 中 
任一元素由它的线性 项唯一 地决定，即 

n 

Wj = y ^ UijZj + 高次项， (4.2,1) 

当已定之后，此变形便唯一地决定了.已知群几是紧致的，因此不妨假定（经 
过必须的线性变换)(?^)是酉方阵，以 V 表示.有时，我個就用 J 7 来表变形 (4,2,1), 
假如!7 €几是指变形 （4:1) 而言， 

研究傍系 r/r Q . 同一傍系中的变形都变同一点 a 为0,这些 a 组成 91 内的一 
个点集，以表示 . an 可以称为 m 内群 r 与原点相当的可递 集合， 所以 r 中的 
元素是由朋中的一点及 r 0 中的一个酉方阵唯一决定的.把它写为 


w = f(z)o^ (7), a € SBt , U ^ Fq. 

(0-2) 

命 


z = f(x ； b,V) i hem, Ve r 0 

(4,2.3) 

是另一变换，而 


w = f(f(x,h,V) ] a ) U) = f(x; c, W) 

(4.2-4) 

是 （4.2.2) 与 (4.2.3) 的乘积；又命切= 0,立刻得出 


a = /( c ；6, V), 

(4.2,5) 
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微分 （ 4.2.4) 可得 

dfi{x; c,W ) = y . dfi(z; a, U) dfkjx] b,V) 
加 i ^ 9z k dxj 

变形 (4.2.2) 的函数方阵以 


*7 (^Zj j D ) = 從 ij ~ 

表之•在 （4.2.6) 中取 z = c , 则 z = 因而得出 


dfi { Zra , U ) 
~^ 


J(c; c, W) = J{a; a, [/) J(c; fe, V), 


(4.2.6) 


即当由 （ 4.2.5) 把 c 点变为 a 点时, J(c; c, W ) 变为 J(a; a, U ) 和变形 （ 4.2.5) 的函数 
方阵的乘积.换符号即得 


J(x;x i W) = J(z; z, U)J(x\ b f V), 
此式幾: r 勾 z 都在 9 JI 上时成立，而: r 与2之间有关系 


f(x;b,V). 


若另有一变形 


f(x;b t Vo)， 


则由 u 到 z 的变形是使原点不变的；因之, 


(砮) 


U 0 


3： 


是一酉方阵.由此即得 


[ J (^ b } V )}^ 


(瓮) 


[ J ( a ：] b , V Q )] x=b , 


所以 


J(b\ ft , V) = U Q J(b;b,V 0 ), 


此处! 7 o 是几中_一个酉方阵.因此得出 


(4.2.7) 


(4.2.8) 


(42.9) 


J(z } z y V) f J(z;z,V) = J(z;z f V 0 yj{z;z } V 0 ). (42+10) 

此憐明 Jv 只与 r/r 0 中把 z 变为 o 的傍系有关，而与傍系中的元素 无关， 因此可 
命 


det J(jj; F) ' 2 = Q(z^z)* 
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由（4么7)可知 

Q ( x , x ) = Q ( z 7 z )\ det J { x \ b y V )\ 2 , 


(4-2-11) 


此式当 s 与 x 都在® l 上且 t 与 z 之间有关系 (4.2.8) 时成立+ 

S- Bergman [11 证明了域的核函数 K ( z , z ) 经过变換（ 4 .2.8)时也常有 

K ( x , x ) =： if (5:,^)] det V)| 2 , 

因此 得出： 若: r 与。 同在 sm 上则 

K ( x , x ) _ K ( z , z ) 

Q(x ， 无 )- Q(z,z) ^ 

定理 4,2,1 如果 m 是圆型有界星状域，则当^在 an 上时 

K ( z , z ) ^ ^ Q { z , z ), 

此处 是汛 域的体积. 

证由 純1 可知， K 中正常正交函数系可由次法得之 t 把 

zf l - ai H - ha n 二 m 

的诸项正交正常化，再命 m = 1,2 ，… ，即得 iH 域中完整的正交正常系，亦即有一 
个函数是常数，它就是 ^ 并有 ~ n(n + 1) … ( n + m - 1) 个 m 次齐次式.概括 

言之，有一完整正常正交系 { Mz )}. P = CM, 2,…，其中 

抑 ㈤ = ^(0) — 0,当 r > 1, 


(4.2.12) 


(4.2.13) 


触 _ 

K{z,z) - ^^(^)^( 2 ), 


立得 


峨0)=备 


另 一方面 ，由 Q ( z , z ) 的定义可知 Q(0,0) = 1. 由此得本定理. 
再假定91是可递域，今往说明 Q { z , z ) 的几何意义.由 (4.2.7) 可知 

J ( x \ x , W ) dx f = J { z \ z , U ) dz f \ 


因之得出 

dx J ( x ; x t W ) f J { x \ x , W ) dx f = dz J { z \ z, Uyj { z \ z , U ) dz f . 
此不变型可以看成为本空间的度量.根据这度量，体积元素等于 
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| detJ(^; z ? U)\ 2 z — Q(z, z)z. 

因此， Q ( z , z ) 可以称为体积密率. 

由定理42,1可知： 

任了有界圆犁可递域的核函数等于体积密率与欧几里得体积之比. 

以下几节就根据这一原理而不经过正常正交完整系的求得直接算出四种典型 
域的核函数. 


§4.3 典型域9^9%，汧 m 的核函数 

1。域 汛1 的群尸是由以下的变形： 

Zi = (AZ + B )( CZ - hD )~\ 

A = A (m \ B = S ( m ， n ) ， C = C ( — ， D = D {n \ 

AA! - BS' = iC' = BC\ GC — DD f = 一 J ⑻ 

组成飾 （华罗庚 ⑴)， 当 m = n 时，我们还得假定 

.(A B\ 

det [ I = +1* 

D ) 

今往求出把任一点 p 变为原点的变形.由定义可知 

I - PP f > 0; 

由定理 2 . 1.2 也知 

I - P f P > 0. 

习知有一 m 行列的方阵 Q 及一 n 行列的方阵 i? 使 

g (/ (m) - PP ^ Q ， = 1， R { I ^ - P f P ) R f = I . 

变形 

Z x = Q ( Z - P )( I - P f Z )- l R~ l 

变尸为 0. 也可证明这变形属于 (4.3.1), 

撤分 (4.3,4) 可知 


dZi = Q[dZ(I - FZ)- 1 十 （Z — P)d((I - ^Z)- 1 )]/?- 1 ; 


(4.3,1) 

(43.2) 


(4.3.3) 

(4.3.4) 


命 Z =只得 


dZi = QdZ(I - FP)- 1 ^ 1 = QdZR\ 
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这就是在 P 点 


Zj - |(detQ} m (det J R / ) n | 2 Z = det (/ - PP 1 ) - m ~ n Z, 


即得 


Q{Z,Z) = det(J - ZZ f Y m ^ n 


由上节的结果可知 

定理 4.3,1 域 Ki 的核函数是 




此处由 (2.2,2) 知 




(m-1)! … 2!l!(n — 1)1 …2!1! 


(m + n — 1)! ^ 2 \ll 




mn 


2° 域 Mu 的群尸是变形 


组成的，此处 


= (AZ + B)(BZ + A)- 1 


A ! B ^ & A , A f A ^ B f B ^ L 


命 P 表 Dill 中的 一 点，有一方阵 H 使 

R(I- PP f 、 R! 


变形 


Zy^R{Z-P){I-PZY^R 


属于厂并且它把 P 变为 0. 
微分（ 4 , 3 .8)得 


dZi ^ R{dZ(l - PZ)~ l + (Z — P)d(I - PZ)~ l )R- 


命 Z P 得 


= RdZ{I - PP)- l R~ l ^ RdZIt!, 


圆此得出在 P 点有 


Zi = |(deti?) n+1 | 2 Z = 


det(I- PP)^ 1 


Z . 


从而 


Q{Z,Z) - det {/ - ZZ)~ n -\ 


(4.3,5) 


(4,3,6) 


(4.3-7) 

{43,8) 
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定理 4.3.2 域的梭函数是 

^ detd - ZZ )-^, 

此处由 （2*3.2) 知 

y(Sn IT ) : 冗去 ++1)_ (2n —2)!- ， +4f2! 

(2n — l)!(2n — 2)! … n!. 

3° 域 K m 的群 r 是由变形 

- {AZ + B){-BZ ^ Ay 1 

组成的，此处 

A f B^ -B f A } B f B = /. 

命 P 是中的一点，即 

/ + PP > 0, 

若有一 Q 使 

Q{I^PP)Q f = 1, 

则厂中有一变形 

Zi = Q(Z -P)(/ + PZ)- l Q^ 1 

变 P 为 (k 

微分 (4.3.11) % 

^ Q(dZ(I + PZ)~ l + (Z - P)d{I + PZ) _1 )Q _1 . 

命 Z = P 得 

dZi ^ QdZ{I + PZ)- 1 Q~ l = QdZQ\ 

囡此得出在 P 点 


于是 


Z\ = |(det Q) n_1 | 2 Z = det(/ + PP)~ n ^ l Z, 

Q(Z ， W) = (det(I + ZZ))~ n+1 . 

定理 4,3.3 域的核 函数是 


mm ) 


det(/ + ZZ) 


— n+l 


此处由 （2.4.2) 知 




(4.3.9) 


(4.3,10) 


(4,3.11) 
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§4.4 域汧 IV 的核函数 


域的群尸是由变形 


组成的，此处1 
罗庚 [2]) 

f A B 
\ C D 


X { (\^ ZZ， + ”，~ ^) C， + zD， ] (4-4-1) 

A( 2 KB = B^ n \C = C^ 2 KD = 公 ㈦ 是实 矩阵， 且适合于（华 


/⑺ 0 
0 _/㈨ 


A B 
C D 


/( 2 ) 


j ⑷ 


(4.4,2) 


det v 4 > 0. 


今往写出厂中把任_点知变为原点的变形.由奶作一 2 x n 的矩阵 


X Q 


卻蚝十 1 ， i{zoz f Q - 1) 
zqZq + 1 , -i(^Q - 1 ) 


(：：) 


一 1- |勿 4I 2 

这一矩阵显然是实的，由此作出 


之 0 + % _ {^0^o z 0 + ^q^q) 

{zq - Zo) + i(ZQZ^Zo - ZqZqZq) 


(4.4.3) 


(4,4.4) 


X Q X f 0 


zqZq H- 1 i(z 0 ZQ - 1} 

+ 1 — i (^ o^o 一 1) 

’ ZQZ f 0 + 1 i{zoz f Q - 1) 

、 z Q z f 0 + 1 - i ( zoz f Q - 1) 

< ZQZ f a + 1 i(zqZ f 0 - 1 ) 

、 z Q z f 0 + 1 - i { z Q z{y - 1) 

r 

zoZq + l s i (^ o^o - !) 

+ 1 ~ i { zQZ f 0 - 1) 

’ 1 + 卜 0 4| 2 — 2 ^q 4 


z^Zq + 1 iizQZ^ - 1 ) 
zoz f 0 + 1 -i{zoZ f Q - 1 } 


'} 


l^ol - 2z ^o 
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x 


ZqZq + 1, i(z 0 zly - 1) 
zoz f 0 + 1 -iizoz^ - 1 ) 




(4.45) 


因而易得 


(I 一 X Q X f Q ) 


一 1 


( z o4 + + 1) i(^oZo - z oz f 0 ) 


(1 + |^4I 2 - ^oz f o) \ i(z Q z f o - ^4) (z 0 z f 0 - 1)(^4^!) 


此可以写成为 A f A , 此处 


(44,6) 


A 


作变形 


1 


—i(Zo4 — z 0 z f 0 ) (z 0 z f o + Zo4 — 2) 

2(1 + jzo^j 2 - 2zoz^)i (zqZq + 2 ) i(>o 蛘一 z o z o) 


(4.4.7) 


w = 


I [(1(^+1),1(^- 


-1) M 7 


叫 G) 


x ^ z ^ f ~~ f 3( 之 〆 + 1 )， 3( zz ’ 〜 1) I XqD / , 


(4.4.8) 


这一变形属于 （ 4A1) 且把％变为 a 
又 

det A — d6t D — 

微分 （4 儿 8) 得 


1 — ko4l 2 


(1 + ko^ol 2 一 2 备 >4) 


(4.4,9) 


n 


n 


dw 




dz D f -\J2 ^ p dzP,iJ2 ， dz p X 0 D / 




P 1 


x 


I + 工)， 2 ^ ZZ， 一 1) } / 一 zXqA^ 


G)} 


+ <zD t 


{ zz } + 1), 


2 - 1) JX 。 斗 { (臺 (d + 1)， \{ zz f - 1) K _ zX ^ A f 


(or 


命 z = 勿，得 


dw 




\dz -D f ^ z 客 4dzA X 0 D f 

k \p=i p—i / 


x 


I (臺 ( 勿 4 + ”’ -l)}A r - z 0 X^A f 


©r ， 


即 


dw = {dz-jy - (1, i)dz^ z f 0 X 0 D f } 
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x { ^-(^o^o + 1} ? ^( z oZq — 1)^ A / — zoATW (1) } * 

以 (4 乂 4) 及 (44.7) 代入并化简得 

dw ^ dJl -2 Zf f ~^fA D -— i __ 一^ 

\ (1 - l^o^ol 2 ) J i(l 4 - l^o^ol _ 2 乏 0 O 

故由 （4+4.9) 得 

dw ( ? - } (1 一 l ^ ol 2 ) 

瓦 ㈣ \ (1-|^| 2 ) { ( iTYzoW 2 

_1_ 

X (1 + \z 0 z f Q \ - 22 0 z f Q )i 1 

即 

dw 2 _ 1 

dz z=zo ~ (1 + \z o z f 0 \ - 2z 0 z f 0 )^ * 

在此引用了下面的等式： 

A ^\j O fofo-^ofofo^ 1 _ 1 + ljgfoP_- 2zq4 

\ (i-l^l 2 ) J 卜 Ml 2 — ’ 


(4,4,10) 


(4+4.11) 


(4.4.12) 


(4.4,13) 


此等式的证明可由以下更普遍的结果推得之. 若 u 及 v 是二矢量，则 del {/ ^ 
u f v ) = 1 - W . 此乃定理2丄2的特例：故得 
定理 4.4.1 域 Sljv 的核函数等于 


1 1 
V ^ Hjv ) (14 - |^^| 3 - 2 zz f ) n 


此处由 (2.5.7) 知 


V ^【 V ) 


2 n ~ l nl 


§4,5 Cauchy 核 

今往研究由下式定义的 Cauchy 核： 

oo Nf _ 

= h ( z ^)^ ( d ) 

y=o u =^\ 

这儿 z 在 JR 上变化， I 在 i ： 上变化- 
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命 r 0 是《域的以原点为不变点的稳定群.假定£在群 r 0 下 成一可 递集. 
定理 4.5,1 级数 ⑸… 

£ 5 ^ 1^(01 V (4,5.2} 

/=0 ^=i 

当 （ € £及 0 S r ( r 0 (< 1) 时一致收敛，并且这级数等于 ^(1- r)^ f 这儿 
V ( JC ) 代表£的体积 - 

证这是己知的事实，不失普遍性可以假定几是由酉变形 

rj = ^U 

所组成的. 

(4.5+2) 式可以写成为 


=Y,^ flH 2 l Wr f = 

f=o 


：CI 


：0 


£ 


伊 f r / 


/-0 


-C 


’ f=o 


这个式子与 £) 无关.又经过积分得出 （4+5.2) 等于 


vmLp^^vkE 


十 f 一 1 


r / 




(1 一 r )- n ， (4.5.3) 


因而得出定理. 

由 Schwara - ByH jikobckzm 不等式推得 
定理 4.5.2 当在£上时，级数 

OO N f __ 

(4.5.4) 

f-0 v-l 


收敛 * 

定理 4.5,3 命是一星形圆型域，命 £H(r) 是由货依比例 l:r 缩成的域，这 
儿 0 < r < 1,当 z 属 £ R ( r ) 的闭包及 C E £时，级数 （4,5.1) —致收敛. 

证因为一个解析函数在£上取最大绝对值,所以 


Nj _ 

⑷咖 ) 




(l z ) ^-( Or f 

f=m v \ 〆 




max 


m / _ 

f—m ^ 


当 m — 00,77^ 4 OO 时，由定理 4.5.1， 可知这式子的右方趋于0,故得定理 . 
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§4*6 Cauchy 公式 


以下两个定理实质上都己经证明 过了. 因为它们是重要的，故再明显地叙述如 
下： 

定理 4.6.1 命£表域《的特征流形， w 有定理 4.5.3 的性质.命/(0是 a 
上的连续函数,则积分 

(4.6.1) 

表一 内的正则函数，特别是,如果/(4在91的闭包上解析，则有 

%■ 

m= H{z,omi 

j £ 

这定理可由 H ( z ，0 的级数是一致收敛的推出（定理45專 

憲理 4.6,2 设⑹ } 是 C 上的一正常正交函数系且具有下列的性质： 

Q0 

( i ) 仇 在 W 及其边界上为 解析； （ U ) Ht { z ,0 ^工幡兄源 当 f e 在9% 
中的任一闭域内时一致 收敛; （ iii ) 任一在供及其边上解析的函数 /( z ) 能够展为 

oo 

/(^) = 

u—Q 

并设此级数在91的闭域中一致收敛，则有 




证对于适合于上述条件的正交系 {^( e )}, 容易证明定理 4.6,1 成立.换言 
之，如果/⑷为在巩中及其边界上解析的函数，则 

>h 

m= ( 4 . 6 , 2 ) 

Jc 

由最大模原理易知级数 


H(z,w) 


< 、 w ) 

2^ 


当 $ 在 JR 中任一闭域内时， m 在91及其边界上一致收敛. H ^ z . w ) 亦有同样的性 
氡 因此 

H(z,w)= f 


此示 


iT(z,«j) — Hi{z,w). 


第四章若干一般性的定理及其应用 


* 85 - 


特别当 w = 4时，定理得证. 

定理 4.6,3® 假定《是一可 递域/ 的维数等于％则 

此处 B {^ Z , U ) 是 r 中粑 Z 点变为原点的变换的函数行列式在<£上的值. 
证 命 r 的变换把 a 点变为 o 点者为 


= f ( z 7 a , U ), 


(4.6.3) 


这变形把 e 变为自己 




(4.6.4) 


命 


C- B(C, a, U)i (4.6.5) 

表 e: 上体积元素的变形关系，已知在 e 上存在正常正交系为简便计以 
{ MO } 表之 ，则 


f 


^( O^iOC 


外 (m) 如 (f(o ) 陳 ^u)\e = ‘， 


因此 


MO = 


也是 e 上的正常正交函数系.现在证明 { M 0} 适合定理 4.5.3 所设的条件.显然 
Mz ) 在€ 及其边界上解析，并且 


J 2 也⑷硕 = II W ㈣ a, U)Bi{ta,U), 


(46,6) 


命 （ 4 .6.3) _逆变换为 


r ^ w . a . U ), 


(4,6.7) 


任一在 SH 及其边界上解析的函数 科 z )， 对应着在《及其边界上解析的函数 


= 4( 厂 1 ( 忉，％ U )) B ~^( z , a , U ). 


(p(w) 能展为 




①此定理是错误的，见书末附注+ 
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故 

00 

^(z) — » 冰 ㈤. 

t/—0 

此示定理412的条件 （ Ui ) 适合，因此，从 (4.6.5) 可知 

H(z, I) = H(w,OBi(z,a, U)Bh(^a,Uy 

由于 H {0, G = ； ^及把 a 换为 a 即得定理. 

附 B 上面所述的正常正交系{办在 e 上并不完整.我们知道 e 上的正 

常正交完整系是存在的 （ H , Weyl [ i ]), 即除办(0…= 0,1，2, …） 以外，该完整系还 

有 ^( 0 (^ = 1，2, …; K 所谓完整是对£上的连续函数所成的线性空间而言> 即如 

果夕 (0 为 e 上的连续函数 f = 0(1/ = 0, ±1, 士2,…），则 〆 O (L 

J(E 

§4,7典型域的 Cauchy 核 


把定理 4.6.3 用到典型域上，立刻得出 

1 °在 m I 中，特征流形为= I . 先假定 m - n 3 这特征流形的维数是 n 2 , 


因此 


if (Z, W) 


f y (£ 1 ) det ( J r - ZF / ) n， 

此处由定理 3丄1 知 

(23 t ) i n(n+1) 

V(€ t ) =--- } - - 

M U (« — l)!(n — 2 )!..-ir 

如果 m / 假定 m < n , 我们有 


(4 X 1) 




其中（见 §5.5) 


V(€ { ) 


(2 ji ) Tnn— ^ m ( m — i ) 


(4-7.2) 


^ w (n — — 1)! 

直接运用定理 4 瓜 3 并不容易得出（4.7.2)，现在我们运用另一种方法，从 (4.7.1) 
中得出 （4.7.2) 来. 已知 


u ( Z ) 


u ( U n )Ur 


、 f ~V(U n ) ) Un det(I ^ ZU n )^ 

此处过所有的 n 行列酉方阵.命 


(4.7.3) 


⑺， 


=21 


(mjTi) 
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及 

得 



u 


q - 1 


r ^ i 

0/ V ( u n ) J 


Y " dct (jiT 一 


U m ,nV 


V ( U n ) 




det(J - J 


\ A u v n y - 


此处 f 过适合于 

VU f n = (0, U m , n V ^ = 0 

的所有 _ (n - m , n ) 矩阵. 

对固定的 U m , n , 我们有二酉方阵 P = p (^) 及 Q 二 <5 ( 乂使 

PCWQ = (/ (m ) ， 0). 


由 （4.7.5) 立得 


即 


= 0 7 

vQ ^ io . w ), 


此处阶是酉 方阵; 故得 


v 






y(o,w)Q-^j 


w. 


由 （4.7,3) 中以 n - m 代 n 及 Z = 0, 可知 


故由 （ 4.7.4 ) 可知 

d F(U 

\o)~ mo 

此即以 (4.7.2) 为核的 Cauchy 公式 . 

2° m u 的特征流形为 i/P = 厂 (7 是对称的酉方阵， 


V ( tn ) det(I - ZU ) h ( n ^ 


(V) 


u ” det(I - ZjJ^y 


U m 、 




(4T4) 


(4 J ,5) 


H { Z , U ) 


(4.7,6) 
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其中（见 §3,5) 

r 


r W in 的特征流形 € m 上之点为冗，这儿 K 是 (3.6,16) 所定义的方阵.当 n 

是偶数时， 1 

H(Z, K) -■ 1 


y(C m )det(J + 網如 - 1 ) 


其中（见 §3.7) 


*=1 、》 


当 n 是奇 数时， 


H(Z,K) 


V{H m ){det{I + ZK))h n 


此处 


_ n —1 


r Q ^ 

n H- 1 

r(a) J ^ - 

2 


(4.7+7) 易于由定理 4.6.4 推得. 现在我们由 (4.7,7) 来推出 （47+8). 
取 n + 1代替 n, 以 (4工7) 为核的 Cauchy 公式 


f(Z) 


V 


f(K)k 




K det (/ + ZK)i 


^ Z = ( 时 ” 


此处 


^护+1) 

a=I v ; 


在 （4.7,4) 中取 


Z 


0 0 
0 


K 


0 k 

Ki 


此处 A = Z[ n \k = *如)， & = K[ n \ 如此则得 


(4-7.7) 


(4,7,8) 


(4:7.9) 


0 0 
0 Zi 


V 


k , det(/ + ZiXi)^ 


0 k 

k \ -k f Ki 


(4X10) 


1 /j 2 
1 

n -2 




cn 


n u ^ 


12 


1 


n 


2 
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对一 固定的 ifh 因为 if 是酉方阵，故得 

kk f = 1 , kK[ = 0 

k r k + KiK[ ^ I (n \ 

由于/ 一 KjK[ = k f k 的秩等于1，且为幂等方阵 ，即 （J — K{K [) 2 = (k f k ) 2 
k f (kk f )k = 1 一 故有一酉方阵? 7 使 


U(I - = [1A0] 


即 


UKJC^ = [0,1，…， lj 




0 0、广0 0 丫 

0 f y \ 0 f ) 


此处 


F 


0 1 \ / 0 1 
— 1 0 ) + ,’ + ( -1 0 


方阵 UKiK^ 中 （1, 1) 位置的元素为0 5 故得 UK X 的第一行皆为零^即得 


UKy 


因此得 


UK ^ 


C). 


0 0 
0 Q 


此处 (？ = Qb- 1 ) = — 且 


QQ f - FF\ 


即 F~ l Q 是一酉方阵，亦即 Q 是_斜对称酉方阵.于是有一酉方阵％使 




0 0 
0 F 


(47.11) 


命 h 则 


h 


0 0 
0 F 


-kU^K[U 0 = 0 , 


立得 /i= (e'0, …， 0). 

研究积分 (4.7.10) 的内积分 


对一固定的仏(如 4.7.11 的形式)，有 
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命 m 表一如 §4.5 所定义的圆型域'为其特征 流形， 9 T 表 W 的闭包由定理 
46.1，对一个在 W 上解析的函数/⑷，常有 Cauchy 公式 

ii 

m = H(z,oml 

现在特别取 

/(^) ™ 孖 (一 )9 ⑷， 

此处 〆 4 是一个在 W 上解析的函数，则 



H { z , w ) g ( z ) = 

-bi 

^ H(z,OH(^w)g(Ol 
€ 


命 : 

= z i 我们立得 Poisson 公式 


v 


q {^) = 

■L 

w 

c 

(4.8.1) 

此处 

P ( z , 0 = 

z) 

(4,8,2) 


称为 Foisson 核. 
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以上仅说明，当咖）是 9T 上的解析函数时， （4.8.1) 成立.我们可以扩大9卜) 
的函数范围，由于积分 (4.8.1) 的存在性，仅需由〆0在 C 上为连续即可保证.即 
对一个在 C 上连续的函数积分 


u ( z ) ^ 

Jc 


(4.8,3) 


常有意 X 、 以后将证明，在某些情况下，我们有 ]imu(^) = 由（ 4 兄 3) 所定义 

的 u(z ) 即称为 K 域的调和函数.我们可以希 S 在£上有一个完整正交正常系 
{ MO }^ 因而《中的调和函数集可望是_线性包. 

若《适合定理 4.6.3 的假定，则 Poisson 核取极简单的形式 

(4.8.4) 

关于四樂典型域的 Poisson 核各如下： 

1) 对于卜我们有 


P(Z, U) = 


det { I ^ ZZ f ) n 
V(€\)\det(I - ZU f )\ 2n 


此 C / 在 £ l 上.当 m = n 时,可以另写为 


P{Z, U) = 


det(I-ZZ f ) n 
VieOldetiZ - l/)j^ ; 


2) 对于 9 ij |. 


P{Z. S )= 


det(/-ZZ y )^ Cn+1} 
V{C[i)\det(I - ZS)\^ 17 


此处 s 在 上； 

3) 对于! R m . 若 n 为偶数 ， 则 


若 n 为奇数，则 

此 if 在 C m 上; 
4) 对于识… 


P ( Z , K )= 


det(J + ZZ)2^-^ 


P{Z, K)= 


det(f + ZZ )^ 
V(€ m )\det(I ZK) 


(l + K -2 iz ') i » 
叫卜 ^V)K)K)1 


(4.8.5) 


(4.8.6) 


(4,8.7) 


(4.8,8) 


(48.9) 


此处 $ 在 Civ 上* 
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§5.1 矩阵双曲空间的正交系 

命 ; r = (rri, - * y x L ) 装一 L 维空间的矢量 r [’表示由支量 

\ "," 厂 〆 I 1 … Oi +…+ 九 = /) 
y Jr - …如 

所成的矢量，它的维数等于 


+ 1 ) … (i + / - 1)* 


(5 丄 1) 


(51,2) 


当$经 由以尸 为方阵的线性变换变为 y 时， orW 经由以为方阵的线性变换而 
变为 I / W . 矢量称为: r 的/级 Kronecker 幂乘积 T 对应的方阵也称为 P 
的丨级 Kroiuecker 幂乘积. 

显然（5丄1)中包有所有的/次的单项式。换言之,的任 一 /次齐 
次式一定可以表成为 （5 丄 1) 的线性式，因之，当/ = 0,1，2,…时， （5.1.1) 得出 
仏…， U 的所有的单项式. 

现在我们进一歩说明定理 1.5.1 在群表示论中的意义.等式 
< j ((P- xQ )^)= [ x /『 A ( P ) x / lt . n ", o ( Q ), PeGL m , QeGL n 

/l + ' +/ m —/ 

/l ^0 

(513) 

说明了以下的事实： GL m 与 GL n 的直乘积的 / 级 Kronecker 幂乘积可以分解 
为如次的支置购直和并且每一支量仅出现一次，其中不可分解支量是 GL m 的以 
(fir-Jm) 为标签的表示和 GL n 的以（力，…， / m ， 0,…， 0) 为标签的表示的直乘 
积. 

更具体些,考虑变形 

PZQ y (5 丄 4) 

此处 Z = z^ n \ W = 是变数 ， P = P (m \ Q = Q( n ) 是系數■将 Z 的元素 

排成为矢量 


怎二 ( 之 11 ，" ■ ，幻竹，之 21 , 


v «■ 4 


* ^2ny ' * ' 1 i m 


( 51 . 5 ) 



第五章矩阵双曲空间的调和分析 


- 93 - 


W 也相当地排成为叫则当 Z 经 （5 丄 4) 而变为妒时，: s 经一线性变形而变为仙 
这变形的方阵是 p 与 Q 的直 乘积， 即 P . xg ， 而变为的变形的方阵是 
( P ‘ xO ) m . (1,5.3) 证明了之[力所张的空间可以分裂为如下的一些子空间，其维数 
等于 

Wi , …丄 W 九…丄，0，"、0) (- 定义)- (5.1.6) 

命其支量为 

h ■赢…丄) ■ (5. U ) 

当2由 （5 丄 4) 而变为呢时， (5.1.7) 变为 ^ { fl^ f JW) 的线性式，其方阵是 

+ ( 5 丄 8 ) 

域叫在零点的稳定变换群是由 

w = u f zv 

演成的，此处 J 7 及 F 各过 m 行列及 n 行列的酉 方阵； 对不同的 …、 

各不相似，因此得出（应用 Schur 引理） 

«fc jn - - 

… j ^(Z)^(Z)Z = 5 / ff 5 別厂 (5.1.9) 

r-zz f >o 

此处以 / 表 （/ 1; …，“)，此 p / 与文无关，即 

{砟)(观，/ 

成一正交系.由第四章的结果知道它是完整的，所以今后的目的在于求出 

… f \^f{Z)\ 2 Z = p f (5.1-10) 

J IL 

I-ZZ*>Q 

的数值， 

在算出 (5.1 A 0) 之前，先说明一下的具体来源，_先考虑如何从 
Z 做出一矢量，当 Z 经 （5 丄 4) 而变化时，童经 （5.1.8) 而变化.在回答这一 
问题之前，先将表示 A fl ,.. )fn (Q) 说得更具体些.当 Q 是对角线方阵 


i =[入 1，…， A n : 
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时, A fl ,- J n ( A ) 也是对角线方阵+经行之间的換位,对列与行同样的换位 7 使换得的 
A fl ,.. Jn ( X ) 当 X = A 时其最后几行在 A n = 0 时为零，其次，后几行在- 0 
时为零，等等.经如此安排之后，不妨假定我们的表示适合于 

lim 々 ，…= 

、抑+1 — * o 

入 Tt—*0 


） m ]) o 
o o 


由此可得，若 


则 






心 " ， /“ 才 )）0 
0 0 



假定 n > m . 把 Z = 2— W 扩大成为 n 行列的方阵 


(5 丄 11) 



如此则 


A 


/l ，…， /m F 0，“ ，0 


F 0 
0 0 


A 


fl 、 … ++ 






A 


/l t … ,0 


PZQ 

0 


这说明了 


^/i i -t, tU， +i 'o 


0 


L { Z ) 

0 


(5 丄 12) 


而 


JmO , - t 0( Q ) = L(PZQ). 


(5.1.13) 


这 i ( z ) 是一个州心 ，…， / m ) 行； V (凡… ，/ m ，0，〜，0) 列的矩阵，其中的元素是 
艺的元素的/次齐次式.又如果把 i 中的元素排成一矢量 l(Z% 则当 Z 经 (5 丄 4) 
变换为 W 时，狀）经 


八 • xA / ir - J m A -， o ( Q ) 

而变换为 l ( W ), 因此不妨假定就是 L{Z) 中的元素排列出来的，因而 
得出 ? 

9 (/ ls … ，/ m ) 

E id 上⑻卜 办阁_)， 
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即得出 


9(/l， “ ， ， fm)Pf u …, 

: J … j a { L { Z ) L { Zy)Z 


i-zT>o 




J * ‘ . 1 …’。 ( 。 ) … |0 ( 。 

| … J ^{ A h ^^{ Zt )) Z ^ | … | X/1 ，… A ( ZZO 么 

§5,2类函数的积分 




r-zz >o 


今往研究积分 


J? = 


' x ( ZZ f ) Z y 


i-zz >0 

此处 x m 是 —个类 函数， sp 对任一非竒异的方阵尸常有 

x(W) = xirwr- 1 ). 

现在先讨论 m-n 的情形 ■ 由定理 3,4.4 可知 


_ i nC ^+ l > f 
1 / = ― ^2 2 CAJn0 n 


0 


[入1，… s An ]) D 2 ( Al ， …， A„)dAi * ，， dX n 


0 


当 x = x/ 时要算出积分 (5.2,3) 霈要以下的定理 . 
定理 5,2.1 有如下肋等于 


r 1 

pi 

冲，…，冷 

w， …， c 

a J 

0 

; ，…，处 



( X ^^ Xn ^ dX^-dK 


— „… ， f n )D(mi，... y m n ) 

~ n ^ ~rt ~n * 

n n % + mfc + a ) 

j=i fc=i 

证这积分号下的函数等于 


(Ai … AtO a - 1 [^ 九… ，知岭 … 々 … t 


(5.1.14) 


(5.2.1) 


(5*2.2) 


(5.2.3) 


(5 + 2.4) 
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( V ‘入广冷…吃 
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rt 


\ T 31 




3 

求积分，可知 (5.2.4) 的左边等式 

rl 

_ # 

Jo 


& 






n 


J 敦 


0 


A l ^ 1+ a-l ^+〜+卜 1 队… ‘ 


…， 


J 教 


沒 -- - , ■ , ^- ■国 =- 

+ m Sl +a l n + m 9n H-a 


E 


3 


1 1 


1 1 

+ mi + o 1 

J ii + m n H - a 

— Vi I 

l\ H - TTli H - CL 

• !1 ~h TR n + U 

1 1 

— fifl 

1 1 

i n + Mi + Cl’ 

In H " ffln + d 


/ti H - TTl\ + G ， 

In H - 爪 ri + a 


由定理 1.1.3 得出本定理. 
特别取 a = 1及 


tn \ = n — l，ms = n — 2,， m n = 0, 


可得 


Q 


0 


X/([Ai ， … ， A n ])Z? 2 (Ai ， … ， A n )dAi * ^ * dX n 


n 


: n !(( n - l )! … 2!1!) 2 JJ 




/i (h + n)\ 


MA, … ， A). 


(5*2,5) 


故当 m = n 时 


n 


5 2 . 




Tlr 


2 


^ n n\((n - 1)! … 2!1!) 2 JJ -J^ N (f u …， /n) 

) =1 、 j /' 


n 




IA 


3 




nh )， 


§5.3 续 


(5.2,6) 


m 


现在讨论更一般的情形，即 m < n . 命 


X = X {n) = 


Z 
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由定理 2,2.2 可知 


I ' | xi^Z') det (/ - ZZ f ) x Z - Cl , ^ * x(Z^){de%{I - 


I-ZZ f >0 


/-xxSo 


此处 


(5,3.1) 


ct = 打! (找 + 1)! •., (2n — m _ 1)! nfn ^ 

0!1! — ^ (n — m — 1)! 


A 为任意的复襄变量使右端的积分为收敛者.把 X 表成为的形式，此处 C 7 是 
—酉方阵， r 是一三角方阵，其主对角线上的元素是实数，上方是零.把 T 写成为 

r= (U 3 )， 

立见 Z 0)£/ 及 = 7\7;，故得（定理 3.4-3) 


J … J X ( ZZ f ) det ( I-ZzYz 


t^zz >0 

_ n(r^— X) 

: ci 2 1 u ) 


n J...J xmT ^ KdetCf - I ^) 产- (— if 1 


-1)+1 


tl - iUT . (5,3.2) 


■ TT 1 >0 


注意 


TT f 


- rtT ； ^ T x % 

-T2% /- T 2 %- T 3 T ； 


及恒等式 


。)( 


Ti % 


- t x t [ -1\% 

-T 2 T ； I-T 2 r 2 - T 3 r 3 


- r 2 ( I - T ^ Tt )-% - TsT ^ 



此处尸 = T 2 T / 1 (I- T^r 1 . 因为 / - t x t [ 是定正爱尔米方阵，故有 一方阵 r 使 
(/- r ^) -1 = rV . 命 q = T 2 r ， 则得 


Q- (det = det (/ - 


因之得出 


xiZ't) det(I-ZZ f ) x Z 


l-ZZ >Q 


.98 ， 
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—n(?f 1) 

■Cl 2 ^ 




H 


-TiT[>Q 


" tri —1) + 1 

' m +1 


4_1古7?0丈3. 


(5,3.3) 


I-QQ f -nT f 3 >0 


由于上式不论 A 为何值均成立，特剔令 A = 0,则得 




i - TiT ；>0 


.2( n _ m — 1)+1 

m+l 


tl - ltnQTs . 


(5.3.4) 


/- Qg '- T 3 T 3>0 


今先算出第二 P 子的数值.由于 j - r 3 g 是定正的爱尔米方阵，所以有一方阵 
尸使 J 一 n % = rT \ 命 Q = r / i ， 则4 = (det = ( det (/ - T ^%)) n ~ m R , 

因此得到 

j-•■} ftr _1)+1 …螅 —a 抓 

/- QQ "- t 3 T 3>0 

… 1 左 I … I 

T-FUf>Q J-T a Ti>0 

j … I det(J - 為爲 广 ％3 /U 十 1— 叫 (5^5) 


n—m 


det(J — Z^Z z ) n ~ m Z ^ n , m 2 


[irt —TF1 J f fl —TFl-— : 


(5.3*5) 


i - z ^ z r s >o 


(用定理 3.4.3). 
又 


… x(7\Ti) 亡 n_1 ) 十 1 . ^t^ _m)+x ti 

J ■« 

I-T t T[>0 

xiZit^deiiZ^r^Zt 

J J 


(516) 


7-^ 1 Z , 1 >0 


故由 （5.3,4) 可知 


■ r 

-C … detiZxZ'X- 771 Z ± 

J *i 


(5.3.7) 


此处 C 为仅与 n 及 m 有关的常数.今往算出于下 
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在 (5.3,7) 中取 x { ZiZ \) = I ,则得[见 （5.3,9)] 


V m ,n —C 


det(2iZi) n - m ii 


J-ZiZ[>Q 

八 ( n 一 爪 ) U 符 —m + 1)! * — (n — 1)! 
CK — n!(n 十 1)! … （nfm — 1 —)! —， 


此处 V m , n = V (9 t ! ). 所以（定理 2.24) 


C — 


—m 


2 n!(n H - 1}! - * * (n + tw — 1)! 

(n — m)!(n ~ m + 1)! - — (n — 1)! 


■X 


x 


m ^n 


,(n-m) 1 ! 2 ! … (m — 1 )! 1 ! 2 ! … (n-l)! 

1!2!.(m + n- 1)! 

n\{n + 1)! * - {fi + m — 1)! 

(n — m)!(n — m + 1)1 — * (n — l)! 

1!2! … （ m- 1)! 




(n — m)!(n — m + 1)! - * (n — 1}! 




m ， 


于是 


^ = m 


x {Z 1 z[)det(Z 1 t 1 ) n - Tn Zi. 


I-ZiT^O 

又当 X ( X ) = X / l ，…， / m ⑷时，由于 


X / (^ ) ^ ) n m = X / i +«- rn ,“.，/ m + n - m ( X ) 


及 （5.2.6) 可知 


XfiZ^detiZ^r^Zx 


- z x z[>o 


々 (m - 1)! ■ -2!1 !) 2 H 佐亲仏， 

i=i ^ J ^ 


,/ m ) 


2 (ij + n — 77i )! 

(ij 十 n )! 


:〆 n 


N { f u …， 


3 


故 


⑷ 0 ( 九. ■‘丄 ) 


2 


(53.8) 


(5.3.9) 


(5*3.10) 





§5_4 核函数 

至此我们已经完全定出汛：的一个正交系，即 
-- ^ — H … ， iV (/ l ， …， / m ) W(/lj 4 ' ■，/ m ，0, …， 0). 

由定理 4.1,1 已知它是完整的，今再由之而定出核函数- 
在定理 1.3,1 中取 p-m +1, 则当< 1时有等式 


3 771，71 


F W 

爪 1 D 


:< ^ n — 1 > : 力 i + n — m ,…— m 

乂 N(f\、 … ， /m ， 0, …1 0)X/ir ^ i 》 ml )，（ 5A1) 


此处 ^ = (m + f)!/<m 〖 i!) 及 c~ 1 _ 1 = 如 _ m … 如斗由于 x(X) 及 det (/ - X )都是 
类函数，因之得出 

( det {/ — WZ f y ) m n — Ct ^— X 〉 : m " " ' ^ l m + n—m 

x N(fu …， / m ，0, … jO ) x / i t --,/ m ( W / -2 , }. (5,4,2) 

此式当 wz f 的特征根的绝对値皆小于 1 时真实. 

若妒与 2都在 9 t T 内 ，即 


WW" > 0, I-Z t Z>Q, 


则对任一矢量 0) 常有 


zWtzW ' z * < zz ' 

若 A 是 Wt 的特征根，即如有一矢量 z 使 

z WZ f = Xz , 


(5-4.3) 


zWZ ' zW ' z * = I 久卩; （5.4,4) 

比较 （5.4,3) 及 （5+44) 可知闪 < 1，故 (5^4.2) 当职及 Z 都在9^中时成立. 
又已知 

耶，兩卜 E E d . a ⑻ €+丄 ( w )/ ph t - j ^ 


t 
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“ 、 bhd' 

! 

由 （5.1.14) 及 （5.3.10) 可知 

g(/i， …,,,/ 爪 ), 


(5.4,5) 


(5.4 功 


代入 （5 A 5) 


K(Z, W) 


1 


p 1 1* 

EU 


(Ij + n)! 


V mt n-m ^ ( lj + Tl - m )\ 

X N(f u … 3 / m , 0,…， 0) Xfl ^ J m (zw f y 


由 （5.4.2) 可知 


K{Z,W) 


^m^n—m 
r ( det(J ■ — 名 #)) 


am … 0^4 (m!r(detCT — ZW f ))~^ 


ri 


m—n 




此处 


c 


-1 




m 


n 


(n — i)! 


0- 


ii 


mn 


1!. ■ - (m — 1)! 
nh - (n H- m — 1)! 


寧 I ) 


这又证明了 


K(Z, W) 




mo 


(det(/ - ZW f )y m ^ n 


§5+5 特征流形上的调和分析 

仍假定 n ^ m . 今以!7 = U —) 表一适合于 

Ulf ^ J( m ) 


(5.5.1) 


的矩阵，这流形以表之，今先证明， ilm t n 可看作为 ii „ 对其分群 Un - m 的傍 
策而 - SXjT !%— T 1 是由 

* 1^ 0 
0 m 


定义的.具体些，若 




Q 


n 
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的 Fourier 系数是 


a f,i 


- * ----- 

(n — 1)! ■ ■ * (n — m)! 


J …卜 


Xi \ U ), 


uu f 


V^f 


U t 


则积分 


J … J det(J 一 ZV r y n f { U)U 


uil , ： 


*^ J - ZZ / >0 内表一解析函数，并且它在此域内有解析表示法 

/,i 

§5.6 Cauchy 型积分 

现在我们只研究 m = n 的情形，其他的情形并无特殊困难.今往研究在何种情 
形下积分 

J … J /([/) det (/ - ZUY n U (5.6.1) 

u 

存在.今假定 f { U ) 是一己给的连续函数. 

定理 5.6.1 若名艺的特征根都大于1或都小于则对任一酉方阵 R 


det(J- 


不然 } 常有 E / 方阵使 

det (7 ^ ZC 7 / ) = 0. 
证假定 det (/ - ZU f ) - 0,则有一矢量之使 

z(I^ zu f ) = 0 , 


即 


z = zZlf , 


因此立得 


由此证明定理的 if — 部分. 


zz f ^ zZ ^ z \ 
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在证明定理的后 
性■由 


部分时,我们可以假定 Z = [ Xir - A 4 (K >0) 而不失其 


det 





cosd 
一 sinO 


sinff 
cos 8 



1 一入 ycosfl — X\ sin 0 

A 2 sin 0 1 — A 2 cos 9 

=1 — (Ai + A 2 ) cos 0 -h A 1 A 2 = 0 


可推得 

cos@ = '+ A \ Aa . (5.6,2) 

Ai + A2 


若 V > 1 > 则 1 + \ k 故可选 一e 使 （5,6.2) 成立，因此证明了定 

理的第二部分. 

由此推出 

定理 5.S.2 当I - Z 芝 > 0或 J - < 0时，积分 (5.6,1) 有意义. 

今再进一步说明此定理. 

先扩大 A fir .. jJU ) 的定义，今后将不限于的情形，我 
们简写作 


A f ( U ) = A fl ^ tU (Ul 


且以 u / > 0” 表示 ‘7l > > fn > 0 3 \已知对 f >0及 i>Q 常有 


A fu ,.. j n { U)(detUy = A fl ^... 丄肩. 

对任意的 U ， 我们有一正整数 i 使/« + Z > 0,如此我们定义 

A h ^ jJU ) = (det ur l A h+i ^ (5,6.3) 

此定义与 i 的选择无关 ■ 

易证 

Af u …， fjpy 口 A _ Jnt _ fn _ w fl ( U )- (5-6-4) 

若 /(£/) 的 Fourier 展开式等于 

S S a /lV- jH. t/n ⑻ / 丸， 

则当 Z 适合于 / — > 0时常有 

f( z )= H … ( z )/v^/u … ，焱 ， ( 5 * 6 * 5 ) 
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又当 Z 适合于 J — <0时，则 


j … f{U)det{I-ZU r )- n U 


u 


•!_ a 

=( 一 detz 广 71 f(U) det(U) n det(J - UZ~ l )- n U, 

J 


u 


我们有 


(det U) n det{I -UZ- 1 )- 71 

=C(det U) n E 版 …, / 

』 t 

=C X] E 喊 W . Jn+n ⑺喊 t、/: (之 

f»U>0 i 

乘以 /([/) 且逐项求积分可知 

f ( U ) det ( I - ZUY n U 


u 


Xi) rt /,W 


=(-det 名 ) n E E …，焱 




此处 


t …、 u 




4 … poodi# ⑼广/攻 


2 


tin. 


u 


h p 

c … f(U 被 \ 

■J -ft 


/n— 竹 ，…，― /l 


-n(U f )U = ^ 


W 


，— /l—Tl' 


U 


总之，在 J - Z 芝 < 0 时，我们得出 Z - 1 的觯析函数 

Pi - 

H f(U)det{I^ZU f )- n U 


u 


E Y" a W 也 

乙 j —/« —n t ■■- ，—/l_rt ■ t—fir 


,W 


n ( m 。 


15.7 微分算子（华罗庚，陆启铿 [ 2 » 


我们现在引进微分算子 


d 


a 


9 z 


dz n 


dzin 


a 


d 


谷之 m 1 ❼艺 mn 


(5 底 6) 


( 57 . 1 ) 
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命尸^表空间％的运动群.已知（华罗庚 [1]) &是由以下的变换 

W =04Z + B)(CZ + D)" 1 

+ ^yHZD^C") ( 5 . 7 , 2 ) 

组成的，这儿矩阵 

A = A (m \ B = B (m ^ n \ C = C^ m \ D = D (n) 


适合 



ax 

- =/ } Ac' = be!, CV" - DD f = ~L 

(5.7*3) 

这也等价于 

a!a 

-C f C = I, A f B = C f D y 

(5.7.4) 

微分 （ 5.7.2 )， 由 （ 5.7.4) 可得 



m ^ 

: [A- (AZ 十 B)(CZ + D)- 1 C\dZ{CZ + D)^ 1 
: A 1 )- 1 {ZD f 十产 + 

: {ZW -^A f y l dZ(CZ + D)~ l . 

(5.7.5) 

逆变关系有 


&iv = (C2 + D)d^(ZB' + 才)， 

(5.7.6) 

命 


w 2 = (AZi + B){CZj 4 - 1?)-\ 

(5.7.7) 

则有 

I - 

WjW = 

:1 一 (Z[^ H- DY 1 (Z[A' + B^){AZ + B)(CZ + D)" 1 

= ( z ^ c ' + ^y l {i- z [ z){cz + z >)- x ； 

(5-7.8) 

醜有 

i - 

wW t = [0 +7 / )^ 1 ( J r " 2萬^(5艺 '1 + d ) _1 - 

(5 工 9) 

命 


Az = (/- ZZ f )dz{I - tz )& 2 , 


则得 


= {zW ^ y l ^ z { zW + X ). 

(5.710) 
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算子 


trA z 


称为贝 1 的 Laplace 算子或调和算子，这儿表方阵 A 的迹，注意 Az 中 
dz(J~ ^Z) 是两个方阵 (J - Z f Z) 的形式乘法，并不在方阵 （J - tz) 上施撖 


分运算 . 更确切些,算子 trA ^ 的详细写法是 


n 


n 


tvAz = ( 心 _ z iaZj 



知 7 - E ^k/3Zky 


a 2 


k=^l 


0 


(5,711) 


这在 (5.7.2) 下是不变的 + 

定义 1 中适合于 trA ^ = 0的函数 u(Z) 称为调和函数+ 


§5.8 卟边界上 Laplace 算子的意义 

命湃表域9^的闭包， 表贸上 的点使 J -之芝的秩等于 r 者.显然贸是 
无公共元素的集合 

£ (0) = £ f T 公⑴，… fi ( m ) = m 

的和集. 

定义2对任意两个给定的酉方阵 t / = U^\V^\ 形如 

Q z (r,n-m^) I ^ 卜喊 > 0 (5 J 1) 

的点集称为一个 r 盖 ( r - covering ). 

M 然，上的任一点，一定在一个 r 盖中，但任意两个 r 盖可能有公共点， 

今往解释 Laplaoe 算子在9^边界上的意义.命 Z 是上的一点，属于 
(5.8.1) 所定义的 r 盖.因为 (5 X 11) 在妒= UZV 下不变，因此,不失普遍性，我们 
只要研究形如 

(: Z (X,n~m+r) j ' 1 ~~ Z oZq > 0 (5.8.2) 

的 r 盖即足，假定 u(Z) 在 Mi - £上定义， Z o 昀年了 rm(r> 0) i u(Z) 
弯；阶 壤等傅 牌审.对 （ S . 8 . 2 ) 的各点， trA z u(Z) 蛐化成4 

trA ^= tr ((/ - Z 0 Zo)dz 0 (I- (5,8.3) 
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我们假定在 （S.S+ 2 ) 上， 

适合微分方程 




tr ((/ - 2oZo)5 ^(/- ^o)d f Zo )u 



0 

Zo 




定义3 —个实函数 u(Z ), 如有以上所描述的微分性脱并且在恥上适合 

(trA z )u{Z) = 0 } (5.8.4) 


则称为页！上的调和函数 I 

显然,这个“调和”性质是经群 A 而不变的.所有的调和函数成一线性集合. 
定义4在页 f 上调和且在 fi ! 连续的函数称为一个 f 类. 

定理 5,8,1 对任一 £!上的连续函数 ip(U) } Poisson 积分 

_ 

u { Z )^ < fi { U ) P x ( Z , U)U (5 A 5) 


是一个 f 类的连续函数. 

为了证明这个定理，我们需要以下的定理. 

定理 5.8.2 当上的一点 f； 经 (5.7.2) 变为抝上的一点 F 时，我们有 


Pj (W,V) = Pi {Z,U)\ det(BU f + A)\ 2n . 


由 (5.7.8) 及 (5.7.9) 可推出 

(I-WV f )~ l {I-wW^i-vw ')- 1 

={BU f + A)(i ^ zTfy^i- zi){i - uty l {uy + 才)， 


于是得 


det (/ - WWY 
\det(I-WV f )\^ 


det ( I - Z^) n 
\det{I - ZU')\ 2n 


IdetiBU' + A)\ 2n , 


故得定理 5A2. 

定理 5.8.3 P { (Z, £/) 是％上的调和函数，但并不属于 f 类. 
证先证在 Z = 0处 


(5,8.6) 


(5.8.7) 


(trA^)Pt (Z, U) = 0. 


命 


z = u = (u ja ), 
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这儿 91 ( 广冲 -i … 1) 都表示 (n-l)x(m-l) 矩阵相应的域及特征流形， 
而 p { m - i ^- i )(ZQ Uo) 表示相关的 Poisson 核. 

由定理5 + 9.2可以推出，为了证明定理5 J .1， 只要证明其 m = 1的特例，换符 

定理5.9上命 r = ( 巧，…，〜)，对加 ' =1上的一个连续函数«任一适 
合于 ri / = 1的 r 常有 

十卜靶 woL =1 咖)( 5 . 9 . 4 ) 

证任一矢量 t 都可以用爾变换把它变成为（1，0,…， 0) = e . 不失普遍性，求 
证：命 z = /? e ， 0 < p < 1，则 




UW 


咖 ) 41 ^. 

1 ’|1 一呷 J 2 n 


由于 (5.9+5) 当 ip ( u ) = 1时正确 3 即 


我们只需证明：对任一 6 > 0 , 我们可取朽使其充分接近于1且 




( V ?⑻一 tp ( e )) 


(1- P 2 ) n 
l - pui\ 2n 


u 


< e . 


(5.9,5) 


(5.9.6) 


(5.9,7) 


用参数表达式 


Ul = COsBi H- % BID &1 COS 02 ， 

u 2 = sin^i sin 02 cos 83 + i sin Si sin ^2 sin ^3 cos 64 ^ 


u n = sinffi - ■ sin^2n-2 cos ^2^-1 + isinfl 厂， .sin&2n-2 sin ^2n-i 
0 ^ 0j < n, ) = 1 ， 2, … ， 2n — 2 ， 0 ^ &2n^i < 2jt. 

给了 e > 0, 我们可以选取也使 0 < 心 < < S 时， 


€ 


\ ip ( u ) - tf ( e )\ < 


因此 


叫 1 ) 

又，对 一 固定的&当 n > & ：> 5时， 


心 >〔 u ) -咖 ))1^^ 

0^^ ^5 1 r A| 


4 


|1 — puy 2n — ((1 - p cos 8\) 2 + p 2 sin 2 6 \ cos ^ ^ 2) n 
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> (1 — pcos 8 i) 2n > (1 — cos S) 2ri — i 2ri sin 27i 


S 

2 


取 p 充分接近 1, 使 


0 < (1 - p) n < 


2 n — L sin 


An 


M 


5 

I .£ 

2 ’ 


这儿 M 表 |v?(w)| 在 wV = 1 的上界，则 




m ) 

2M*2 n (1 - p) n 


心 (射 -咖 一二 : P 

6^6 t <n B ^ 1 1 


^ 1)22 "^ 4 "2 


1^ = 1 


■ 〆 S 


公式 (5.9.7) 于是证毕. 

由此可以推出，当么依直径趋于 r 时， (5.9.4) 成立.由于虹⑷ —u ⑻的一致 
性,故当 z 依任 一途径 （不切于球的 途径） 趋于 v 时, (5.9.4) 仍正确 - 

在证明定理 5.9.2 之前,我们先指 tim 下的事实 t 由 Pokson 积分 （5A5) 显然 
可以推出 Gauss 中值公式 



) } Zl 


< p { U ) U . 


更有趣的是用变形 （5 + 7.2>， 从 （5.9,8) 可以推出 （5.9.5) 来. 
定理 5.9.2 的证明.由以上提出的事实，只要证明 


lim 

Z-^Q 


£i 


^{ U ) P X ( Z , U)U = 







，足，这儿 



先考虑特殊逯径 


(5.9,8) 


(5.9.9) 



0 < /? < 1) p 1 ? 


写成 



t£‘ := (til ， ’ ” ， Un)i 
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则 


<f(U)P l (Z t U)U - 




m) 


V(^) j 


£l 

(i - p 2 r 


加 r=t i 1 - 冲 ip 作 


r(u)n y 


这儿 


r ㈤ 

由于 r ( tx ) 在 itV = 1 上连续及 




Ui 


^P{U)K 


y(£ f )= 一 1,n_1 ) 


w, 


口 l 


由定理 s .9 + r 可知 






⑷， 


这儿 e = ( l ，0，... ，◦)+ 由于 17铲=/及 u = e ， 则 


[A=(0，C7 0 )， Uo^U^-^K 


因而得出 


r(e) 




0 




(5,9,10) 


(5.9.11) 


u 0 \ 0 Uo 

因此 ，当幺 依一特殊途径趋于 Q 时， (5.9.3) 成立.再用一致连续性可以得出，依 
的任一途径这结论也对. 

定理 5.9.1 全铘证明. 

附记重用 Poisson 核是 Jacobian 这一事实,本定理的证明可以简化，其结果 
将另行发表（华罗庚 [10]). 


§5-10 JHi 域的 Dirichlet 问题的解答 

在 §5.8 及 §5.9 中，我们已经得到以下的结论：在 A 上给了任意连续函数 
Poisson 积分 （5. S .5) 给出一个 < 类的调和函数，而且以 溯 作为其边界值. 
今往证明其唯一性，先证极値原理： 

定理 5 . 10.1 i 类中任 一调和 函数必在抝上取最大值或最小值. 

仅需证明任一调和函数在 Kl 的边界上取极值即足，因为在 £(")(0 <r<m) 
上一点的问题与在 Wi ( r,n _ m 十 r ) 上的问题实质上是等价的， 
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= ㈣ J - ZZ f ) tr(I - Z f Z ), (5.10.4) 

由于 - ZZ f ) tr{I - tZ ) > 0,这结果与定理 5,10.2 相矛盾， 

我们有以下的 推论： 

定理 5.10,3 ^类的调和函数若在 £[ 上等于0,则恒等于 0. 

定理 5,10.4 ^类的每一调和函数可以唯一地用 Poisson 公式 表出： 

u{z) = ^)l x u{u)p ^ u)tJ ■ 

定理 5.10,5 如果一个《类的调和函数在内点取最大（或小）值，则它一定是 
常数. 

附记可以直接算出 

A z P ( Z , U ) = Q (=0( m) )， 

这是一个 m 2 个二级偏微分方程组成的微分方程组.由此可知，任一在上 
调和的函数一定同时适合 m 2 个二级偏微分方程.这是一个值得注意的现象. 


§5.11 调和函数的基底 


假定 m = n ， rfff 且命 

A fu - J n ( U ) = A f ( U ) = 

则酉群 t /„ 的以 /= d …， / n ) 为标签的酉表示的阶是 N ( f ) = N ( f ir " ，/ n ) ，易 
于阐明函数系 _ 

= J y (I?) ⑺ (5.11.1) 

成一 上的芷交正常系.由定理0,1并取 p = 1得 


det (/ - ZU f )~ n = [ ⑴ 

/ 


"(/) _ 

-n^i) E E 

iJ 


(5.11.2) 


这级数在 


rl-ZZ" >0 


( 5 , 11 + 3 ) 
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的闭包中一致收敛 (0 < r < 1). 表示成 


/ >0, g^O 


在 


MU ) x A g ( U ) 

中出现^后者可以分解为以下的直和 

收 ). 

k 

这儿 N { f ) N ( g ) = E7V(ft) } h = (A-i 5 h n ) , hi > h 】" •為 hn , 因此 


a ^( U ) a ^( U ) = 


这 E|A^| 2 - L 因而 


4 


此处 






vV(i： T ) N ( h ) 
由 （5J1.2) 可得 Poisson 核的展开式 

1 det(I - ZZ'Y 


V (£ { ) |det(/-ZCT)| 2ft 




y ( £ i)EE det ( J - z ^) n 

/5=0p^0 

x E&i (㈣㈤ ⑸刚狀 ) 

h ij 


仍能证明 （5.11.5) 在 (5.11.3) 的闭包中一致收敛. 

由此 It 出 

啤 (Z)= P Y { Z f U )^( U)U 


故得 


lun^j(Z) = ^(U). 


定理 5.11.1 调和函数系 


(5.1L4) 


(5.11*5) 

(5.11.6) 

(5.11.7) 


成为€类调和函数的基底. 


離 ) 
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§ 5*12 酉群上 Fourier 级数的 Abel 求和 

定义如果 

h ij 

则称 Fourier 级数 

EE 4 獅 

h ij 

A 求和收敛于 ( f ( U ). 

定理 5.12.1 —个酉群上的连续函数的 Fourier 级数一定 A 收敛于其自己 T 
这定理由定理 5 J .1 及展式 （5.11+5) 推得， 

其次，命 _ 

则有 

^ h ( Z ) = ( Z y U ) A k ( U ) U . (5.121) 

j£ t 

由于任一 n 行列的方阵 Z 可以表成为 

Z = VAW , 

这儿是酉方阵 , Z = tA ir <- , A n l 是对角线方阵 M > + .. > An 連 0. 如杲 Z 在 
(5.11.3) 中，则 

> 入1 > 入2 > '. ' > 入?1 ? 0. 

因此有 

1l 

^ k ( Z ) - Pi ( VAW , U ) A h ( U)U 

」£【 

1 

二 Pi { AyuW f ) A h { U)U 

* £! 

^ A h { V )^ h { A ) A h { W ), (5.12,2) 

这儿换了变数 I / — 

特别命 J = AL 则有 


^(y)J^(AJ) - ^ h (XI)A h (V). 
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由 Schur 氏引理 ，得 

^h{Xl) = p h {X)I N ^ h \ 

而且当 A - + 1 时， p \ ( A ) — + 1. 

因此，我们有更具体的特殊形式： 

定理 5.12.2 对任一 A 上的连续函数抑 7), 我们有 

9 { U ) = H H c ^ phiX )^ { U ) , (5.12.3) 

^ h ij 

此处 

V^T)\ Zl 嘛 (5-12^4) 

由此可以立刻推出 Peter - Weyl 定理的较精确的 形式： 

定理 5.12.3 酉群&上的任一连续函数可依 {^( U )} 的线性组合 
逼近之. 

证由 (5.12.3) 可知，给了任一 e ：> 0,我们能取 A 接近于1使 

! h ij 

再能取 iV 使其大得可致 

♦)- E YAM X *U U 、 <e - 

附记 1. 由于酉群 C / n 的任一紧致分群上的连续函数可以扩充为 C 7„ 上的连 
续函数，从定理 5,12.3 可以推得，以上的结果对任一有限维的紧致群都正确. 

2. U n 对其一紧致分群的傍系上定义的连续函数，也可以看成 f / n 上的连续函 
数，因此，由定埋 5.12,3 可以推得，以上的结果对任意的有限维紧致齐性空间也正 
确（仅需对分群求平均即可 


第六章对称及斜对称方阵双曲空间的调和分析 

§6.1 对称酉方阵上的正交系 

现在研究具体地求出上及 e fI 上的完整正交正常系的问題，先研究变形 

T = USU \ (6.11) 

这一变形变对称酉方阵 s 为对称酉方阵 r ， 此处 t / 是一酉方阵.将对称方阵 s = 
( Sii ) 的元素排列成为 

5 xi ,%/2 s 12 ,* - ，\/^1„,邱2，>/^23)… ， V ^ 加 ，… t S nn> 

这看成为一个 r 2 n(n + l ) 维的矢量，用 s 代表.将对应于 r 的矢量写为如此则 
当 S 经过 (6,11) 而变为 T 时， s 也经过一线性变换而变为*,这一线性变换的方 
阵是 \ n{n + 1) 行列的，并且我们知道它就是 
再从矢量 s 倣幽训，则 ㈤ 是一个 

(全 n(n + l ) + /- 1)! 

/! 一 1)! 

维的矢量,其上所进行的线性变形的方阵也就是 

{ U [2] ) [f l (6. L 2) 

中的支 ft 是句的/次齐次式.任 一 /次齐次式可以表成为的支量的线性 
组合，且诸支量间无任何线性关系. 

定理 1.5.2 及定理 1.4.2 说明了群表示可以分解为如次的不可分解的表示的直 
和，也说明了甸的/次齐次多项式所张的空间可以分解为以下的一些子空间的直 
和,其维数各为 iV (2/,， …，2人)， A +…+九= /. 张此子空间的支童命之为 

i = ,2/ n ). ( S 丄 3) 

当 S 经 （6.1,1) 而变为7 1 时， （6 丄 3) 经 A 2 fl ^ af JU ) 而变为 说 … u {Ty (6.1.3) 
所成的函数系在上是正交的，即 5 

JCu 
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此处积分元素已在 §3.5 中定义，命 


♦t …心⑻： 





则是上的正交正常系. 


§6,2核的在子空间中的投影 

今往讨论函数 

伞 r ) = ，/ n ( r )， （6.2.1) 

i 

首先有 

U ： B 々 = N(2f u … ， 2 / n ). ( 6 . 2 . 2 ) 

由于 少 fu …上 ( L 与 s 并无关系，因此得出 

^ J AS i S)^ v ^N(2f u ^> ，队 ) . 

U ， S ) 虽然如此简单，但是具体算出 （6,2,1) 并不简单.现在把这运算 
叙述 如下： 先定义 ( fir - Jn ) 的次序.若/ > 5,即 （/! ，… A) > (仍，…，知)，其 
意义为八=仍，… ，/ i_! = g^ u /, > 9i , 如此把所有的表示都可以依次序排列出 
来 ，由 (6.1.1) 可知 

知,… / rt (SM A ，…； 妒)， (6-2.3) 

由 A f ^.. j n ( S ) 的元素所张开的线性空间命之为 i . 显然当5变为 r 时, i 变为其 
自己，即 i 是一不变子空间.这一不变子空间必能表成对应于 4 35l ，...2h(X) 的子 
空间的直和.从具体的性质极易看到 (2 仍，… } 2^) < (2八，…，2 九)， 并且等号情形 
一定出现. 

命 

则当5及 r 各换以& = USU f 及7\ = UTLT 时， 此式不变，即上式等于 

由以上说明可见 

H(ST) = ( 62 . 4 ) 
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井且 C/l/ / 0. 这一线性关系显然是可以反转过来的，即 

9 <f 


(6.2.5) 


所以今后可简书为 _ _ 

=仏 ，…， /“ 5T ). 

今往给与一个有效的办法算出 (6.2,5) 的系数来.由于 eh 与 da 仅当没< / 
时有定义，今定义当/ < 9 时， C/ ， p = 5/，, = 0. 由于指标 f =( fu … J n ) 已经 排好， 
今可以把/看成为一个单码，即依序定义/ = 1，2,3,….此即调方阵 

C = (^ g ) i ^ f^k 及 = ( dj ig ) i ^ f y g^k 

皆为非奇异的三角形方阵. 

今研究积分 一 _ 

^f(ST) Xg (TS)ST. 


S 


T 


先由 （6.24) 再由（6.2.1)，此积分等于 


^9 


S 


T 


^f(ST) ^(TS)Sf 


s 


■ ! ⑷ 


T 


( S)ST 


E^EE 

hKa * i 

^9,hSijSf,h = Og }h S fih , 

h^g i j h^g 


即得当 < / 时，我们有 


S 


iJ O J 


T 


^ f { ST ) Xg ( TS)ST = 0 


及 


s 


T 


W f ( ST ) Xf ( TS)Sf = Nc fJ ^ 0. 


命 




$ 


T 


X f ( ST ) Xg ( TS ) Sf . 


由 (6.2+6)，(6.2.7), (6-2.5) 及 (6-2. S ) 可知 

E ^ fih ^ h^g = 0? 若 < 


( 6 . 2 + 6 ) 


{6.2* 7) 


( 6 . 2 , 8 ) 


(6,2.9) 


d f^J = Nc fJ ^ 

h^f 


及 


(6.2,10) 
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显然，对任一 ft 方阵 ， B = 03 h j ) i ^ h j ^ k 是定正的+方程 （6.2,9) 及 （6*2.10) 可 
以用方阵符号写出 如下： 


DB 


NjCi , 

0 


木 


^2^2,2 



\ 0 0 … NkCk,k / 


BP d fi9 可以用及 if 之元素表出来，但 / r 中的元素并不全知，因此我们必须 
另想办法+把方程组 （6+2.10) 变为另一方程组且用递归法解出求解时将用到 
及其他一些易于算出的 常数， 

命 

°7 = f Xf{SS)S. (6*2.11) 

Js 

在 （6,2.5) 中命 S ^ T 且对 S 积分，可知 

N (2 f ir - (6,2,12) 


当 /= l 时，显然有 dLa ^^ /叫. 假定当1时 d M ( s = l ，...，/) 已由 d /fS 
及《/表出，今往研究 f = k 的情形.由方程 （6.2.9) 及 （6.2.12) 我们能算出以下的 
方阵关系： 


{ d u 0 0 

I d2i cta2 0 


\ 句1 


0 1 


{ pll 012 Ofi 

0 


021 /?22 02J—1 <^2 

d ff / 


k 办 1 办 2… 0fj~l a f 





_ 0 du 0 i 2 + d 22022 




(6,2,13) 



0 


0 



右边的三角方阵是非奇异的，盖由 （6+2.10) 可知其对角线上的元素皆不等于 0. 
因为 B 是 <7的逆方阵，所以 



/ /3n 

012 “ . 

A>/-1 

Qfl 

B = 

^21 

022 … 

^2J-1 

Oi2 


V 

… 
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也是可逆的，故 

, d f j) = (0,…, 0, N) 0 - 1 , 

即诸 d / sl , …， d / ijr 都可以用及々表出来，子是剩下的问题在于算幽/3 /|9 及 
a f 的数值， 

任一酉对称方阵 S 可以表成为 S = UU\ 此处17是酉方阵.命 : T = UWV\ 

由于 

可得 

I 3 f i9 = S x g { W )^ W ) W r 

JCji JCn 

用 (3.5.19) 可以算出 

^^ V(€ U )C |‘"J X , ([岁 V .-，]) 

2^ Si ^^0 n ^Q 

x ^/([e^, } e^]) II I 册 … de ny (6114) 

其中 


由于 


可知 

Pf , 9 =V ㈣ C 2 中 J .-.| X S ([e^, ■■- ， e ifl "]) 

sin i (B v — Ofj^dBi - - *d$ n . (6.2.16) 

以下的计算方法在实际运算时较为方便.由 （6.2.15) 可知 

\e iBv - e WfI | = 2 sin - ^ M )sgn(0t/ — 0^) 

= — i(e 礼 — e 〜) e _ h + D sg n (匕— 〜); 

J ] | e 礼 

=( 一 0 咖 - 1 ) Yl (£ 礼 — 1 )(&+".+ 〜 )3gn JJ d - 心 ） - 



* 124 - 


多复变数函数论中的典型域的调和分析 


由此得出 

x Xf([e~ i9l r - ,e _i 〜]) JJ (e % ^ - € i ^) € -i(^- 1 K^+-+^5^ .. ， d$ n . 

(6.2.17) 

由于 

Xg ([ e 诏 1 ，…， j ) JJ ( e 爪 - e …） 

是一形侧财九…咖 ❿'… s Al ) 的式子，而灿,…,/，，，…， e _ 叫）可由 5- 
函数表出，因之对任一具体情形都可以计算得出来.但美中不足的是并未算出办 
的一般表示法， 

§6.3 0%的正常正交函数系 

由上节的结果可知 

也是 Wu 域的正交完 整系， 因此问题在于算出 

/ ㈣ ⑻ I 2 么 

己知此~与 i 无关，因此 

Pf N 2 Su -^ 2 f n ^ (疗) 之. 

由于 (6.2,5), 因之我们的问题在于算出 

X /“"， ,/ n ( Z2 ) 幺. 

由⑶ 5 . 2 )可知，此积分等于 

2、’ U … JJ l^j — ^klXfu- “ ， 4])Ai ” * A^dAi * * * dX n 

Xf 

?k fy L 

Ttfn+i) 

= 2 、… … 
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0 


0 




Uj - ytl% 


A n(TL- Q 

2 = a ; 


n 


0 


0 



Si ^^ iJi 1 心刊 3+1 … X ^' ^^dXx … dA n 


Mr" tin 


™(«^: I ) 


E 


'n 


ti^ mm i^n 


夂 i + 1 hi + H - 2 ijj + t ■' + ii tt + n 


_ 2 ni^Lil i >( fi ， …人） j 

n (,i + jj -h 2) 

这里应用了以下的 

引理 


^ 11t+ " ,ln l it -\- i i2 + … 


2 n D(h r - ,l n ) 


， … J 


+ ’ ‘ JJ (ii + Ij) 

l ^ j^n 

证 当 n = 2 时,显然为其.今假定当 n - 1时 此定理 真实， 上 式等于 
2 n_1 


Hr 


h + …+ 


E (-1) 


i _ i D{li t * * * , li-i, *i+i, * ^ * 人 ) + j ^ 


i=l 


(ij + ik) 




2 n 


—l 


n 


D { li ^ " , ii - llii+li ■ ■ * 1 in ) 


n (hi=i 

l^j^k^n 

X (/? + (7\1^~ 1 -f <J2^i ~ 2 + … )， 

此处 &等于 ，仏的 1/ 次基本对称函数.由于 

n 

D- 1 广 1 邱 V * ,li-l, 夂 +1，… t ln)l^ — (TiDlhr ' - t I n ) I 

i=l 

n 

2(-1 广 Ad … ， U i+ll 〜 J n )ir l = D(l ir - ,L), 

i=l 

及其他诸项等于 o , 故得定理. 


§6.4 斜对称空间的特征流形 

(3,6-2) R (3,616) 所表的流形作为的流形 An ， 其上的体积元素已由§3, 6 
定义.研究变形 

L = UKU\ ( 6 , 4 . 1 ) 
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此处 if 及 I 是斜对称方阵+将 Tf = ( k {j ) 的元素排成 


尧12, ■ ■ * 1 ki n , . ■ . ， hn ， … 

这看琪一个 ^ n ( n - l ) 维的矢置,用 fc 代表,将对应于 L 的矢量写成为 （， 则当 K 

经 （6.4.1) 而变为 i 时, fc 经1/⑻而变为 i . 

矢量 fcW 是一个 

/ 1 

7； n ( n - !) + /- 


/! f 5 n ( n - !)- 


维的矢量，其上所进行的线性变形的方阵也就是 


(6.4.2) 


由定理 1.5.3 及定理 1.4.3 可知， fcV ] 所在的空间分为以下的一些子空间的直 
和，其维数各为张此子空间的支童命之为 




H '/ ㈣ (冗)，丨=1，2, … ， iV (/ l ，/ l ， ,2, ,2, . 


我们不难证明 


汛 m 


^ f { Z )^ f { Z)Z 


及 


0,若 （/) ¥ (5) 或； / i ; 
若 （ f ) = (5) 及 ^ J ' 

0,若⑴ ^ (5) 或 i / j ; 
/?/，若 Cf ) = ( ff ) 及 i = j ' 

用与对称方阵相似的方法可以推出斜对称方阵相应的结果来 • 


^■\\\ 


^；\ K )^ g j ) ( K)k 
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§7.1 超球多项式 

为了读者易于了解起见，现在从头叙述超球多项式及球调和分析的若千知识. 


超球多项式的定义是：当 A >_^， 




(7 丄 1) 


用鈒数展开法，我们可以证明 


(1 - 2iw + w 2 )~ x = e ( o ，. 


(7.L2) 


我们将用到关于超球多项式_ Rodrique 公式 
(1 - 汁-⑽ (e) = d (1 - e 2 r +A -^ (7 丄 3) 


J T(A)r(2m + 2A) 


关于这一公式的证明，读者可依以下的提示自己补出.先由 （7,1.1) 证明 - 
2 XP ^ } (0, 再用归纳法. 

假定/(0是一个在[+1，- 1] 之间且有 m 次微商的函数 ，由 （7丄3)可知 

用部分积分法可知 

+ : /( ° (去)' 1 -。" 1 …屯 

=/(0 (去厂 1 (1 -4 2 广-叫=_〔: ，⑹ (蠢) m 1 ( i - e 2 ) m+A -*^- 


由于 A > 故 




m - hA — 4 


2 



128 ^ 


多复 変数函数论屮的典型域的调和分析 


因得 


rx ) m(i - 作 + 〜 






续行此法，最后得出 


r+l 




2 m r(m~tX)r(m + 2X) 

m!r{A)r(2m + 2A) 


_+i 


(1 — 豸 2 广十 X -1 


m 


^ ) /⑹犯 


(7.1.5) 


如果/(幻是一 m 次多项式，其最高方次的系数等于 a ， 则得 


| + V ( C )^ A ) («}( i - C 2 ) A '^ 


2 m r(m + X)r(m + 2 A) 


+ 1 


(1 _| 2 ) m+A 4 炎 


r{X)r( 2 m + 2 A) 

2 m r(m+A)r(m + 2X)r^m + A+ 0 T (•) 


r(A)r(2m4- 2X)P(m + A 十 1) 


CL 


(7 丄 6) 


特别取 /(€) 二 P / A ) (0 并与 (7,1-5) 联合可得 




P f w (0e)(0(iO 入々 


0, 


SPUrc/Xm 十 2A) 

[(7X；\)) 2 (m + A)r(m+ir 


又在 (7.1.5) 中取/(0 = €,则当 f > m 时 


若!# m ， 
若！ = m* 


(7 丄 7) 


r+l 


^ pW ( C )( i -€ 2 ) A -^ 


a ) 


n2 m r(rn + A)r(m + 2A) 
m) ~ r(X)r(2m -h 2A) 


+1 


m (l (7.1.8) 


当 f - m 为奇数时，此积分之值等于零.若 I - m = 则由于 


. 十 1 


f~ m (l - £ 2 ) m+A -^df 


+1 


、 k- 


0 

r U + 


Mi -0 


m+A- 






rfm+A+- 


l {h -V Tti + A 1) 
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得出 


+1 




0, 


若 I < m 或 I — m 是奇数. 


71 


I ! 


r(l - 2 k + 2 A ) 


2 ^ 2A - X kl(l - 2 k)l r ( X ) r(l -* + A + l ) ? 
任一 m 次多项式 一 定可以表成为 


若 i ™ m + 2 k . 


(7 丄 9) 


rn 


/(0 = x > p / A )«) 


£=0 


的形式.乘以且由 + i 到 - i 求积分可得 


at 


2 2 A - x (r(A)) 2 (i +A)r(f + i) 

nr(l 4 - 2 A ) 


_+1 


/(€)P/ A) (0(i-€ 2 ) A -^e 


由此显然推出 

定理 7.1.1 如果任 一 m 次多项式适合于 W = 0(0 ( I < m 
/(€) 与 pi X } ( e ) 仅相差一常数因子. 

根据这一表法及 （7 X 9) 可得 


1)，则 


翁 TO 


m \ r ( X ) 


Urn ] 

E 


m — 2 fc + A 


2 m trk k \ r ( m - k -^ X -{- l ) 


P^-2k(0 


(7 丄 10) 


在下文中我们还需要以下的公式: 
当 v A 时 


^ ^ k =0 


[㈣ 


此处 


Ck 


771 一 2Al + A r 十 1/ ' - A) 尸 (771 十 " 一 fc) 


(71,11) 


Jt ! 


r(u - A ) r(m +A + l - k ) 


(7.1.12) 


这公式的证明 如次； 由 （7 丄 1) 及 （7 丄 10) 可知 


[㈣ 

pk\o = Et- 1 ) 


s 


r ( i / - \-m - s ) 


_ n r ( iy ) r{s + l ) r ( m -2 s + 1) 

■ iS -— y 

I 4 H r,/ , .、 [= m ]- 


(2 cr _ 


■2 冴 


r ( A ) 


+ ^ m - 25 - 2 fe -h A W ( , 

巧 r(s + 1) L fc ! r(m - 25 -fc + A + l ) 爪 

s =0 % f fe =0 
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i T ( A ) 

/» 



E 

t =0 


此处 


Ct 


E ( y r{v + m — s)(m -2s -2k + X) 

s\k\r(m - 2s — ft + A + 1 ) 


is'+fc=t 


m - 2i + A 


t\ 


S { - 1)S 0 


r{y — s) 


r(m — f — 5 + A+l) 


(fri — 2t H - A)/^(f ； -h u — A)-|- vn ~ 


t \ r (e/ 一 a)i — t + a + i) 


注意，此处用了以下的公 式：命 △/(- 

Q 




/{^ + 1) - }{ x \^ f { x )= 


△ w ( A / ⑷)，而 AV ( x ) - 9 4 由于 A ^|±|| = (a - 0) 

r ( a - { - x ) 可知当 a > 0 时 + 一 r(a-p^-l) r(a^x) 

r(/3 + x-^iy r(0 + x) - r(a-/3-^ + i) r(p^x + q )\ 


§ T ,2 球面上的调和分析 

命 7 表示 《 维实数空间的单位超球面（或简称球 面)， 即 : c = (^，…， o 适 

合于 

xx f = L (7 + 2,1) 

习知这球面有次之襄变量表 示法： 

x r = sin^i * ♦ *sm0 r _i cosff ri i ^ r ^ n — 1 T 

x n = sin 沒 i ， ■ ， sin 0^-2 sin 

其中 @ 的变化范围是 

O^0 r (1 < r < n - 2), 0 < ^ 2it. 

在这种表法之下 7 超球的表面积元素是 

x - sm^- 2 ^ sin n ^ 3 e 2 - “sini9 n _2ci3i … (7,2+2) 

今往求出球面上 的一个 正交正常系. 
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命 U 表一实矢量，做这矢量《的/次对称幂即由支 M 


V ^ 5 心 + … + ^=’ 

所成的矢置，这矢量的维数等于 

1 

N / — — n{n + 1 ) … （n + / — 1)- 

易证 

= (乜 i /)/， 

故 

= j 4 

今研究实正交变换 

u = uT , TT ! = J ? (7 + 2 + 3) 

由此得出 

今往分解 uW 为不可再分的子空间，显然 

(u 乜 

是的一个不变子空间，它的维数等于 n } ^ 因之，可以证明： rw 可以分解为 
以下的直和 

T /+ I /-2 + + ^ ^- Tf _2 [ify (7,2.4) 

习知送些 7 V 是不可分解的 （ Murnaghaii [ l :, 242页)，并且是互不相似的，此处 7 V 是 
N r - JV r _ 2 行列的方阵.不妨假定他们都是正交方阵，命 T f - 2l 所行施的子空间的 
矢量 Vf ^2 lM 的支量是 

( uu f ) l ifi ^}_ 2[ ( u ), 在=1 ，V " ， Nf -2 l — Nf _2( t + l }^ 

用以上屡用的方法 ( Schur 引理）可以证明 
定理 T .2-1 若 r / s 或 i #么则 

Ffc 

(x)^ s j) (x)x = 0 ( 7 - 2 , 5 ) 


( x)( 2 x ^ f 3 r , 


及 


i / 


7 


(7.2.6) 
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此氏与 i 无关. 

命 

tr ] ( u ) = 

则这些函数在球面上成一正交正常函数系. 

§7.3 核在子空间的投影 

现在我们研究函数 

m 

^r(u, v) = Vr(u)V r (vY = E 处 )(U) 处 )(”)，in — N r — 队 _ 2+ (7,3.1) 

i=Q 

显然对任一正交方阵： r 常有 

^ r (uT, vT) = V r (uT)V r (vTy = V r {u)T r T f r V r {v) f 
= V r (u)V r {vy = $ r (u 7 ^}, 

故 ^ r ( u , v ) 是正交群下的一个不变量.由不变量论中的定理 （Weyl [礼 53 页）可知， 
0 r ( u , v ) 是 uvf , vv f 及 uv r 的函数，又 Abj ) 是 11 中元素的 r 次齐次式及^中元 
素的 r 次齐次式，因此 3 M ^ v ) 可以写成为 

Ci t r ( uv / ) r ~ 21 ( u ^ VV ^ 1 . 

如 u = X， v = y 皆在球上，则得 

^2 ci iT ( xy f ) r ~ 2l \ 

O ^ K^r 

命之为 

^ r ( x y y ) = Qt ( Oj ^ = x v \ (7.3.2) 

此之乃 ^ 及 y 二点向中心联线所得的交角的余弦. 

由公式 (7.3.1) 及 (7.2.5) 可知 

A 0, 沒)必 ( x ， y ㈣ =!二’ ^ 〆 r ’ （7 J 3) 

J 7 J ， [ N r - N r _2, 若 s = 

将（7 + 3.2)代入 （7.3+3) 可知 

f QAxy^Qsixy^xy = ( 一。 （ 7.3.4) 

J 7 I N r - /V r -2 ， 若及 =n 
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画定了 2；，有一行列式是1的正交方阵 T 使 ^ r -( l ? 0,…， 0) .对 y 积分并施 
行变换 w 则积分 (7.3.4) 等于 

, % 

= w Qr (扣 l)Qa (议 1)4 ， 

r J-y 

此处^等于 (7.2 J ) 的总面积 i 行变换 


wi — Wi = (1 - 2 ^ i ^ n, 


则积分 (7.3,4) 等于 


UJ 


Qriwi)Q s {wi)m 


7 


r r 


s 2 uj 


Qr(m)Qs(m) 


dwi * — dw n -i 


+1 




2 uj 


Qriw^Qsiw^dW] 


- 

dwa - - ■ dw n -\ 


«??+■■ _ 1 系 1 一 it f 


2 


2 uj 


+1 


Qr ^) Qs (0^-€ 2 )" (n ^ } ^ 


— w? . …切 n -1 

故 2 … 成 n _ 1 




♦ - H - 


2 ojou j 


+1 




(7.3.5) 


一 l 


此处 w ' 是这 + … + 技 =1 的总面积.由 （7.3.4) 及 （7.3.5) 可知 


■41 


Qr ( OQ ,( D ( i -€ 2 ) ICn " 3) d £ 


0， 若 r /〜 

(Nr - JV~ 2 )/LXy, 若广 = S* 


(7.3.6) 


由定理7丄1可知 


Q r ^)^ cP ^ n - l \0^ 
今往定出 c 来+由 (7.3.6) 及 (7.17) 可知 

凡 - N t _ 2 二 〆 +1 


(7.3,7) 


wo / 


c 


2 


(P^ n ~ 1] (^)) 2 (l -$ 2 )^ n - S) d£ 
2 3 一、 r(r + n-2 〕 


2 U 


》 （，+0 r ( r + 1 ) 


解鉈可得 


r 


c 


2 


^rQ(n-l)) (r(ln-l)) (r + \n 
4 ji 金™十以 7 ^ 1 ) ‘ 2 3 ~ n 7tr(r + n - 2) 


—1 I r! 
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x 



n + 1 — 
T 


K n 


+ r-3 
r — 2 


)) 


2- 2 7 z~ n r I En — 1 r + - n-l 1 , 

△ 



2 


即得 


C 


2 n^ n 


r 


\ n ~ l ) 


r [ -^u - 1 1 . 


(7.3.8) 


由此得出 

^ r ( u t v )= 


▲ ( r + ^ — ； L) 厂 - !) {uu % v ^rp( 


- 1 ) { Ut/ \ 


s/uu f vv r ) 

(7.3.9) 


§7,4 特征流形上的正交系 

Krv 的特征流形 Civ 是由以下的点 

u — e t$ x, 0 < ^ < jt (7*4.1) 


组成的，此处0：是 n 维空间的实矢董之适合于 （7.2.1) 者，这流形上的体积元素是 
i 此 i 的定义见 §7,2. 

作 t / ['如 §7.2 作出 4 i } ( u ). 分为以下的子空间 


{{ W ) V / l 2 i (^)} } i = 1，…， N f - 2l - 災/-2(;+1) 


的直和 - 

由一般性的定理立刻得出 

定理 7-4,1 若 / / p 或则有 



J€rv 


( 龍 ' 户<3“咖 


= 0 * 


另一方面，易证 


S]v 


uu r f l \^fi 2l {u)\ 2 u = 


K 

dB 


JO J7 



故 

是上的一个正交正常函数系. 

由此及 (7.3.9), (7.1+11) ， (7.1.2) 也可算出 


H{z, u ) = - fl J2 2l(^) 

i 


(7-42) 


(7.4.3) 

(7*4.4) 


第七章超球双曲空间的调和分析 


135 ^ 


OO 


- (zz t uu , y 

m =0^ I m 
r (~Jl — 1 I oo 

EE (m — 2^ + ■ — 1) ( zz , uu , ) 1 { zz f uu f ) ^ ^ 1 


2 n ^ 1 




X 


p(in^l) ( ZU f \ 

m ~ 21 \ i/zz / uu / / 

\ n ~ x ) (1 , 

- \ -n-1 




(■ 


n 


2# 十 1 


(1 2 zv -f zz uu f ) 


(7.4.5) 


附记，由于 tit / = e 2 ' 公 


1 — 2zu f + zz r m? = m^(uu t - 2zu / uu f + zz 1 ) 


m^(uu f — 2zu ; H- zz r ) = uu f {u - z)(u- z)\ 


因此 Cauchy 公式变为 


m 


r U n 

2sia n+1 J 

2? i ^ n+1 




0 


f(e t& x)e^ n 


^ (( e ie x z )( e i9 x — z) f )^ n 


5 ― d0X 

A. 


0 J 


f { e m x ) 


((:r - e _i5 2 )(x — e^ z y^ 


dBx . 


fi 


§7,5 ^ 的正常正交完整系 


(7.46) 


在 JHjV 中已知 




是正交完整系，今往算出 


j … j \^ A 2 l \^ f l l 2 l( Z )\ 2i = r tJ -^ 


SH[v 


即 
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| … j 1 \ zZ f \ ，2 L ^ f -2 l { z^)z = ( A 7-2 f - ^ f -2( l + r )) nj ^2 l - 


W|v 


如果从积分 


^j(zzy\zz f \ 2t z 


识 IV 


算起，并不容易.现在我们另用他法.从域9%的核函数的定义可知 


1 


m ) 

OO 


(1 + 1^1 2 2 zz f )~ n 


EE 

m=0 i=0 


\ ZZ J \ 21 






m .=0 1—0 


ri - n -1 


2 m ] 21 


pL ^\0 


2 n^ n 


Ei 

m^O 


Z 7； 


[l m l m — 十 

I ：- 

t=o 


n 

2 


^ Lm -21 


pC j^-i) 

^ m -21 


( 0 , 


此处 € = zz f /\ zz f \, 

另一方面，由 (7. L 2) 可知 


(1_2 如十切 2 ”= 


即得 


miv ) 


(1 + \ zA 2 - 2 zzT n 


1 w 

硕 EN'm) 


比较系数可得 


miv ) 


= 


n 

_2 _~JL y - ' ~ ' 2 

2ni n n.m-21 


r (g - ll [1H m — 2Z + 


U (0 


再由 （7 丄 11) 可知 


[圣 mj 


攻)⑷ = ^ P ^2 k (^ 


k =0 


(7.5.1) 


此处 
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Ck 


(m — 2 k-I- X)T(k + p — A ) T(m + ^ — A ?) 
k\r{u - X)r{m - A + A + 1 ) 


因此 


(■ - 1) (m -21 + 


n 

2 


z + 互 +1) r(ju -\- n — i ) 


v (^) r ( n ) i\r Q + i ) r ( m-i + |) 


2 


(? _1 ) (饥 - 2’+g-l) 


2 ni n 




故得 


^ LTn —2 t 


l\r{n)r (|n 十 1) r (m + -n - / 

2 jr 2 n / n (l H- + F(m 十 n - l) 




总之，我们证明了 


Hi 




21 


少，一如 ( z ， 句 i ： 


m 


[V 


(Nf^2t - N/_2((+l>) 


mn)r g 


+ i r 


n 

+ 2- 


2jt^ n r ^2 + — + r(f + n —() 


由于 


Nf -2 l 


{n + f-2l-l) 

(f - 2l)\(n - l)V 


n « iv ) 


w 


2 n ^ nl 


(7.5.2) 


(7.5.3) 


0 f _2i(z,z) 


1 


2 ni n 


/-2i + 


\ n - 1 2 ) 


ri 2 n 


) 




zz 




a *-/ 

ZZ 


公式 (7.5.3) 等价于 


j … Jm 呼 r ) (高 


z 


沉 IV 


1 \ n (n + f 一 一 3}1 

2 K ) (/- 2l)t(n - 3)! 


Z ! 厂 / + 


卜 — i ) 


zz* 


l 4 - ~n -h 1 ) r{f + n — f) 


(7-5.4) 


在以下几节中，我们将用直接法来证明 （ 7,5. 4 ). 
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jt2 n 2 n 


^ (1 " K 2 + f + 2 ri)-^[(l-e-V 2 ) 2 + 处 2 ]去， 

■% 


x F 


i 由于 


: n (/ + n) vj-^O t- ° l ||V^ 

/ 4^0 3 t,^0 

T) 2 ^ V | + rrr + tJ^ 

1 + + if 

Vi 1 -^ 2 - V 2 } 2 +4^ 2 7 ’ VV -^3 - * - v n 


rfdrj 


柄 … dv n . 


1*1 

tfj+ … 

^3 >0 卜 … >tJirt^O 


柄 … dv n 


V 


n —3 


Vv 2 — i 


V 


2 

n 


m—2 


n 


?i_3 


I 

vf 十 … 在 1 


兀 4 ( 抑一 i) 


dvs … dv n 


V^~ v i 


^n—2 


n-(n-l) 


可得 


K^ n 2 n 




r 


(■打) (/ + n ) 2 n 


^l-in-l) 


r-oo 


0 


(1 + 7? 2 + 2T?)~ (/+n) 


0 


401/2 

■f I -fl 


d^v 




(7.6.2) 


>0 




一 < 则 

rjdridvs … dv n 

vV -# — …一喊 


L + f + W + 2VWr (/ + n ) [(1 - f — vv f ) 2 + 4e 2 ]^ 


又由于 


j ( T 3/)’+ 


J1 . 


xx f ^A^ 


l 


可知 


n 


i n 




(: 


■OO 


x F 


+ + vv f 


[(1 一 f 2 — wi/) 2 十 . 

K^ n 2 n 

n 


2 


") 


1*1 

,v n 

e>o 


命 = rf, rj > 0^V2 — \/rf 


v 


故 (T.6.2) 等于 


+ 

(/ 

2 ( 

A 


n 

13 

it 


n 


n 


2 


dr 

n 

2 

r 


n 

r 

Mo 


n 

1-2 


n 


2 


P 
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X [( U -射] 办 (“U …咖 

2^ ji ；^ - 1 roo 广 oo 

(/ + n)r(n - 1) J 0 J 0 ㈣ 2 + ” 2 + ㈣- 陶 [(l-p -” 2 ) 2 + 4^/ 

xF ( T^^wrmj 疒 2 咖 


(此处用了习知公式 r(x)r(x + ^j =nir{2x) ^ 1 - 2 -). 

注意 

(1 一乂 2 —沪产 + = (1 + C 2 + t ? 2 ) 2 -4t J 2 . 


换变数 


+ $ 2 十 ” 2 


立得 




(T ( OQ 


dT = l d U = 二一 '-帝 


2"^ _1 

(/ + n)r(n - 1) 

xf( T 、 


'OO 疒 oo 

di] 2- f V l (r+ l)^^ /+n >(r 2 

0 J(1+^)/2t7 

_ dr _ 

/ 2 rjr — 1 一 Tf - 


1) 泰 


由于 


[ 2 ^- 1 - 77 2 ^0 7 } y / 2 r}T — 1 — 7} 2 


故可知 


(/ + n)r(n-l) J x 


(T + 1) _ ^ + ")( T 2 — 1)*’F i^ y / 2 —— 


dr. (7.6*3) 


§ 7,7 ( 7 . 6 . 3 ) 式的另一形式 
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则 (7.6.3) 变为 


ji 


(/ + n ) r ( n - l )」 


(t+Vt 2 -l)~ {f+n) (t 2 - 1> 外卜 3 ) 糊 dL 


为了证明（7.5*4)，我们只须证明 


(t + 以亡 2 -1) 一 ( 2 扞 m + n )( t 2 — l )^ { n ~ 3 } P ^ n ~ l \ t)dt 


(2^ m + n)(n - 2) ^ - 3 + m}!r ^ + -n + 


2 n 


m\r (l + -n + 1 ) r(m -f n + i ) 


由 Rodrique 公式 

{I - p { ^ n - x \t) 


(—2) m 
ml 


r 




F(m + n — 2 〕 


P ! 7 % ^ ™ I + Ti — 2} 


i) (ur 十拎 _ 3 


可知 T (7 J .2) 与公式 


POO 


(*+\ A 2 — ir ( 2i + m+r ° 


d 


(t 2 - i) m H 卜 -3 )也 


■ -»i 

f (| n ) (2f 十 m 十 n)l!r (m 十 十 f) r(2m + n - 


2 ) 


2»n+n—1 


+ 1J P(m + n + l)r (m + — 1) 


等价.表面上看来 , 此式无特殊函数，但直接求证似乎并不容易. 
命 

t = cosh x, 

则 （711) 变为 


7% 


n 


(/ + n ) r(n — 1) , 


e-t /+7l)l {sinh x) n ~ 2 F(cosh x)dx. 


o 


故 （7.5.4) 与公式 

f 0 e -(m+n+2i)x sillh n-2 x p^^-l)^ cosh 工)血 


(7 义 1) 


(17.2) 


(7*7.3) 


(7.7,4) 
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等价. 


(2.f + 171 + 71) (fl — 2) 
2^^ 


1}(ti 一 3 + Tfl ) ! P ( TfX + —Tl H - 1 
mir ( I -h + 1 ] r(m -h n + i ) 

jU 


§7.8 (7,7,5) 的证明 


用符号 


显然有 


及 


a q = a(a + 1) … （a + g - 1 )， 


r ( a - hq ) 

m 


a 




T ^ q )^ (~1) 9 (1 - a) q 




Q 


又由超几何级数 ( Baile y [ l ]，8 页)的定义可知，当 M < 1时，级数 


p + i-fp 


, %+1 ;^ 
，…， ft? 


( ai)f (< VH ) 


^ mu ). 


绝对收敛 + 

引理 


当时 


一聲 r “ (s — ° 


尸 f 十 0 


证命 m 此积分等于 




0 


e -(-0( l _ e -2^ dx = _ l _ 


P*1 


y ^ l ) - l { l - y) l dy 


o 


1 r (/ h- l )/ 1 f-(5 - i ) 


2^+1 


r I + 0 + 


引理 2 当$>!时 


e~ xs cosh ^(sinh x) l dx = s 


0 


，( i . i ) r U (卜 
2i+2 」卜 0 十誉 


(7.7.5) 
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证由引理1，上一积分等于 


2 


(. 


e~^ s - l) {smh x) l dx 


o 


e 


o 


x) l dx 


ni + 1) 

2(+2 




+ 


2 


(3 — 1 + Z) + 


r{-(s + i ^ i ) 
^(^ + i + 0 + 


r (“ lK ㈣ + 沖-，)- 2 


2(+2 


(s + ,) + 


引理 3 若斯， ■■■ T a p +1 中有一个是负整数，则 


too 


0 


e Xfl (sinh or) 2A p+1 f p 


奶， … —sinh 2 x 

Pu …為 


dx 


r(2A+l) 

2 2A +i 


2 


s 一 A 


r [ —s -i- a + 


' p +^ Fp +2 


ai ， … ， ap-i-i, A + - } A + 1; 1 

1 z 1 

. ■ ■ ， /?p ，一 s + A + 1， 1 + A —一发 


谨把超几何函数的级数表示式代入此式之左边,经积分后的公琐等于 


(- 1 ) 


◎(叫)。… （ a p+1 )g 






e- xs (sinh x) 2X ^dx 


o 


(- 1 ) 




(ai) g 甲 ■- (Qp+i)^ r(2A + 2^+1) 尸 12 石 入 ^ 

g\(Ah …(知\ 22 


2 


5 十 A + g+1 


( a 山… ( a ^+ i } 


Q 


入十 5 1 (入十 


夺! (/?lV ' ' ( Pv)q 


2 


^ + A + 



+ 入 — 


r ( 2 \ + 1 ) 

2 3 久 + 1 


rl y — 入 




2 


^ + A -|- 


故得引理， 

习知，对任一偶整数 MS Z egS [ l ]， 8 4 页)，常有 


d jw 、 r(2i/ + 2A} 

P ^=( kW ( 2 d ^{ A + I 

Jj 


2, 
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由引理3可知 

e _iC3 (smh x) 2A p|^( cos l 1 x )dx 


o 


r(2i/H-2A) 
(2 卟厂 (2A) 


r ( 2 " + 2 A ) r (2 A - hl ) 
(2^}! r (2 A ) 2 2A +i 


fOO 

— i /, ^ + A , — sinh 2 a : 

e~ xs (smh x) 2 X 2 F 1 

v 1 

0 

L a + 2 j 


dx 


ri 2 S ~ X 


r [ -s +a + 


4^3 


— V ， i / — y \， A + —, A + 1 

A + i ^ + A + l,l + A-is 


r( 2 v 十 2 A) r( 2 A + l) 
( 2 i^)!r( 2 A) 2^+1 ~ 


2 


s — A 


^ I + A 十 1 


3-^2 


—i/，v — A 7 A + lj 1 
+ A + 1,1 + A — 


此处 3 巧适合于 Saalschiitz 条件 (Bailey[3], 9 货)，即 a + & + c + 1 — d + e JBL a , b f c 
中有一个是负整数.己知对适合于 Saalschiitz 条件的超几何级数有 


3-^2 


a y bj c, 1 
d y e 


1 


r(d)r(l +a — e ) r(l H -6 - e ) r(l + c - e ) 
~ ^(1 - e ) r (( T - a ) f ( d - b ) r { d - c ) ~ 


故 


*oo 

e _ … (sinh cc ) 2 A F ^^ (cosh x)dx 


o 


r { 2i / + 2A ) r ( 2A + 1 ) 
( 2 ^)! r ( 2A ) 2 2 入 + 1 


2 S - X ) r lr + A + 1 


r{ -5 + A + l 


x 


巧一 


x 


ri^s-x-^)r 




s + 


卜 A 十 1/ 十 1) 尸 (^ — P + 1) 尸⑸ 


此即 （7.7.5) 当 m 为偶数仏的情形. 

引理4 若中有一个是负整数，则 

ax, — * , a p +i ； —sinh 3 a; 


too 


e 一工 5 (sinh x) 2X p ^\F p 


o 


F 


s 


( 2 A + 1 ) 厂 G (S ~ 1)_A ) 


01 ，…， /V 


cosh x dx 


22 A +1 


p +3^ p +2 


2 


(5 + 3) + A 


Pi 


ai ， … T Q£ P+ 1, A + - T A + 1; J 

… 1 3 1 3 , 

"* ， / 3p. A - -5 + *, 4- - H- A 


2 
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/ • ( a P-¥\)g 尸 (2A + 2g 十 1) 

1 ’ (PH) q 2^^ 


r 


故得引理. 


m = 2 u ^ rl 是，一奇整数时 


o) 


r { 2 u -f 2 A +1) 广 h m A 十 1; 1 一 z 

{2u^l)\r{2X) X2hl \ A + i 


2 


由引理 4 可知 


oo 

e _IS (sinh x ) 2 A P 2 〔2 “cosh x)dx 


o 


T(2t/ + 2A+ 1) 

(2i/+ l)!r(2A) 


roo 


V 5 1 / H - A + 1; — sinh 2 x 


e- TS {sinh x ) 2 ^ 2 Fi 


o 


A + 


cosh x dx 


2 


r ( 2u + 2A + 1 ) sr ( 2X + 1 ) r \ 2^ S 一 0 一 A 
( 2 " + l )! r ( 2A ) 2 2 入 + 2 T ~ 


2 


(5 + 3) + 入 


x 4 ft 


r —£ / ，p + a + i，a + — ^ a + i ； i' 

1 s 3 3 s 

X ^r x ~2^r2^2 + Xt 


r { 2 v + 2 A + 1} 沒入 r \2^ 5 + A + 1, A + 1; 1 

3 Ji 2 




2 


(s + 3) + A 


2 


(5 + 3} + A, A — — + 


) 


证写下 p +1 F p 的级数展开式，乘以 € —(sinh x ) 2 X 再逐项求 积分， 得一级数 
其公项是 


_y 

I 

A 


(^ 

X I2 


0 ^ 

+ 

A 

+ 

3} 


H 12 
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此处又用到/ Saalschutz 定理，故得（ 7 . 7 . 5 ). 



附录一 一 些等式 


(本附录中列举一些本书中用到的初等工具，其目的在于：⑴这些工具可能在 
其他方面 有用； （ ii ) 可以作为大学二、三年级同学的课外习题 -) 

1°命 jD ( xi ，" •，: r n ) = Y [ (而—々)，则有恒等式 




C : 


,n 


« 2 


X 




A 


11 






(1-0(!-«)-■(! 


X U X h 




Djxj , ■ - , x n ) 
n (! -叫) 


此处…，炻乃由 1A …， n 之排列 而得. 若是 1 ， 2, …， n 的偶 
排列，则 心 H = 1; 若是奇排列 ； 则 = -I. 

2 °又有恒等式 


E 


n 


X 


n—l^n—2 


X 




(1 — ^ 3 ?^^ )(1 一 ) - ■ ■ (1 一 

li ,t 3 s -- % t n 

D(>1 ，… ,X n ) 

n 


此处 i / 表的整数部分. 


3° 


E 


il H — + t n =m 


[£>( fl , ... , l n )] 2 
fi !'" W 


n . 


iu ( n - i ) nl ( n - l ) U - l \ 


m — - n(n — 1) 


4。设 


f (z) = ao + o,\z + d2Z 2 十“， 


表一当 | z | < p 时收敛的幂级数 + 当 k ^ jfc | < p 
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f(x n yi), … ， fi^nyn) 

^ a h … a U 


fl >£a> -h "^rt^O 


X 


h 

n 


X 


In 

n 


沖，…，+ 


ylt ， 


v l n n 


5° 设 Mx ) r -, 焱 ㈤ 是 n 个具有我们所需要的微分次数的函数，则有 


lim 

x || —p-ff 




/ i (^ i ). 


i / n (^ l ) 


/ l 〔工 n ) 




(— (打 _1) 

1!2! … （ n-1)! 


f 1 (*^)s * ' * i 

/{ ⑷， … ， fn( X ) 


/H)， …，炉 - 1 ) ⑻ 


6。当 a > 时，有 


f 


T 


(det(l+T 2 ))« 


^ f a - -n ] n-i P [2a- -(n H- 1 /) 
2 备 nf7i_l)j^T^w+l) \ 一 _^ / 2 




i" (2ct - t/J 


此处 r 过所有的 n 行列的实对称方阵， T = ( t jk ) 7 T = fj dt jk , 

j<k 

T 当 n > 2 及 a ：> $ (2 n - 3) 时，有 


K 


m ' 


警 

K 


{ det(I + KK f )) a 


n Z 1 f 2<X 一 ？ 1 十十 1) 

2Jn(n-l) Jt in(n-l) n- 2 


u =2 


F(2a — n + p) 


此处 if 过所有的 n 行列的实斜对称方阵， K = (知)，允= 2^^ ] Jdk 十 


i<j 
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8°当 a > n - $时，有 


1-1 


H 


H 


( det (/ + H 2 ))^ 


n { Y l) TT ^ V ^ TT f ( 2a - n - k ) 

M ~ n ^ ir ~ M 咖 - 2 ^ 1 )， 


此处 if 过所有的 Hermite 方阵 ^ hj , h jk = h f jk + ih f ； k {j > 岣及 


n 


h= 2^ n 獻 i n dh jk dh jk 


J 


j<k 


9° 2 是 mxn 复数元素的矩阵-当； ^ -1 时,有 


n 


m 


Ur(A+j) JJm + fc) 


det(J — ZZ ( ) X Z 


r 


h ' 


Ti-tm 


K 


mn 




n 叩 + o 


m n 


此处 Z — 〔勺 fc )i Afc 」十 ^ — U ^jk^Vjk* 

10。 z 是复数元素的对称方阵. - a "> -1 时，有 


1 ] 

% 


… ( det (/ - ZZ)) X Z 

l-Z2>0 

M ^ n ( n + l ) 


厂 ( 2A + 3) r (2 A + 5) H . r ( 2A + 2 n ,- l ) 

= (A + 1 ) … （A + n) ’ r(2X + n + 2) 厂 (2 入 + n + 3) … 尸 (2A + 2n) 1 

此处 Z 二 11 dxjkdyjk * 

11。命 n > 2, Z 是 n x n 复数元素的斜对称方阵.当 A > -^ 时，有 

f f 1 f /T , 7 今、 A 士 infu-1) r(2 入 + l)r(2A + 3 ), ” r( 2 A +2n— 3 ) 
j … j det(7 H- ZZ) 2 = ^ r(2A + n)r(2A + n + i) … r(2A + 2n-2) ， 

i+z2>q 


此处念 = ^^ jk ^ yjk * 

j<k 

12° 当 a > - l ,/3 > —(n + a ) 时，有 

(1 — 芝？ _ v ^ O 2 — 卜4 2 广 (1 一无 / + - \ziffz 

丨*/1 2 + 1-3^>0 
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n n 1 F(aH-l) 

2^ ^ al-/3 + n . ~T(a + n) 1 


■r 

此处 ir =( 之 1 ， … ， 2Tti) ， 七 = Xj + iyj ? z = dxjdyj ‘ 


13 


o 


U 


(2jt) 


mri — m(m—1) 


UU> 


| det(J - ZU f )\ 2n (n — m )! " ， (n — 1)! 


det{I - ZZ ^, 


此处 Z 与 t / 皆是 m x n 复数矩阵， t > 表在流形 t/C = J 上之体积元素. 
14。 

(I 


uu=i 


det(J - ZU)\^ 


2 -^~ L n in{n+i) 


r 


G ) 


n 


n-l r(^-^ 

n 、 2 2 




u r ( n + 1 - ^) 


det(I -ZZ)~^ n+l \ 


2 


此处 Z 与 t / 皆是 n x n 复数对称方阵， f > 表流形 UU = I 之体积元素. 
15° Z 与 if 皆是 n x n 复数斜对称方阵■当 n 是偁数时， 


1 

KR f =l 


* 

K 


d^t{I + ZK)^- 1 


11 n ~ l r (-) 

2 22^3(^)^ Cn_1) II -^fdet(I + ZZ)-i^\ 


a ： 


\ 厂⑷ 


V — 


n 


此处犮表流形 KK f = I 之_ 元素； 当 n 是奇数时， 


* v _ 


# 

K 


det(I - ZK )\ n ~^ 


2 — ( ㈣ 卜卜 1 )!! 


…(|】 


) 


CM- 


[ ^(«) 




此处 K 过所有形如 


K = 


0 e 婀 
— e 说 0 


+…+丨 U i+o 


r 1 


之 方阵， z 1 是任意的实正交方阵. 
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16 


P 




% 


K)a-e)r 


2 ni n+1 


r -n 


G 


(i 


zz 


2 -2zz f )~^ n , 


此处 z = ( 之 1 ， … } z n )^ = e ie (xi r - ,x n ),i 是流形 

0^0^ 2n^ + . * ■ + a; 


之体积元素. 

17° 


«! 


7T>!&i > … _3t 


1!2! … （n — 1)! 

(2jt)* 咖 - 1 ) 


n 


n(i 


- re~ i$ > 


j = 


2n 


n I ㊇ — e 叭 \ 2 d 6 1 … d 6 n 


j<k 


{l-r 2 )-^ (r < 1), 


2 


1 沪 


f'OO 


d 


m 


(t + 广⑼怖相 ) （云） (t 2 - i) m+ ^ n ~ 3) dt 


( 


■n ) (2Z + m + n)/!/ 7 m + -n + l ) /’(2m + n — 2) 
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1°命 C ； 代表酉方阵，丑是爱尔米方阵 ，以 表酉方阵所成的空间之体积元素 ， 
片表爱尔米方阵所成空间的体积元素，则此二空间除较低维的流形外，在变换 

U = (I + iH )( I - iH )- 1 

之下是 一一 对应的，并且其体积元素间有以下的 关系： 

U = 2 n2 det(I^H 2 )- n H, 

2°任一酉方阵17可以表成 

U = VAV ^ A = [e 也，… ，心] ， 2冗> A > … > 0， 

此处 K 是酉方阵，如命表酉方阵所成之群 ， 则所有 j 形的酉方 

阵成 A 的一个子群 . UU 对这个子群的左傍系的集合命之为队]，队]也成一空间， 
其体积元素以表之，则有 

U =[ U ] JJ - e ^ l 2 ^ … d 9 n . 

j<k 

3。任一爱尔米方阵 i / 可以表成 

丑= UAU \ /I = [ Ai , - - , A n ], Ai ^ - ^ X ni 
此处 V 是酉方阵.于是 

叻 n ㈧ —八 ) 2 仇，…；. 

j<k 

4°命 Z 是任意复数方阵，这些方阵所成的空间的体积元素以之表之 . Z 可 
以表为 

Z — UAV : ] =[ 入 1 ， … ， A„J，Ai > …> An > 0 ， 

此处 V 与 V 皆是酉方阵，于是 

Z^iU^lliX^XkfdX^-dX^ 

j<h 
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5°任一对称的复数方阵 Z 可以表为 


Z = UAU\ 4 = [Ai， …， Ai > — ■ ^ A n ^ 0, 

此处 *7 是酉方阵.以 Z 表复数对称方阵所成之体积元素.酉群^的元素 pin 
±1] 成一 子群， 对此子群之左傍系命之为 { Hn }： { Un } 之体积元素命之为{夕} 5 于 
是 

夕 = J] |A 卜冷 \… 夂 dA L … d\ n {lf}. 

j<h 

6 。实的对称方阵; r 所成的空间与对称的酉方阵 s 所成的空间除较低维的流 
形外,在变换 

5= {I + iT){I - iT)- 1 

之下是 一一 对应的，并且 

S ^2^ det(I + T 2 )-^ f r 
7°命 if 是能表为下列形式： 

k = rFr f 


的斜对称方阵，此处 r 是行列式为1之实正交方阵，它们所成之群以表之. 



当 n 为偶数时; 
当 n 为奇数时， 


此处 2 n >心 > … > 0 3 1/= 

命 △ 为所有公式： 



(COS dy 

— sin 


( COS#v 

— sin 心 


sin 

cos d u 


sin 

cos By 



当 n 为偶 数时; 
当 n 为奇 数时; 


的实正交方阵所成之群；以 I ?代表 0； t 对子群 △ 之左傍系 ，亡 为其体积元素，则 


K = d 11 sin 2 (^j — ，， ■ ddt/S^ 
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其中 


之下是 


= \ 2 2 "^- 1 )+ i - 1 当 n 为偶 数时； 
a ~ \ 2 2 咖’”+暑'当 n 为奇数时. 

空间 0 J 与实斜对称方阵瓦所成的空间除较低维的流形外，在变换 

r = (1 ~ K)(i + Ky l 

- 一对应的，并有 

f = 2^ n -^det(I - K 2 )-^ n - 1] k, 
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附注 


校者注： 

定理 46.3 是错误的，主要是因为 （4.6.5) 式的 B {^ a , U ) 就是 Poison 核，对 a 来说不 
是《的解析函数，把 f e £改为;5 €讲时， B { z , a , U ) 也不是 z 的解析函数.作者误认为 
是.其实，作者与校对者合作于1959年发在《中国科学》的文章（见书中参加文献华罗庚、陆 
启铿[2])，己经把这一个错误改正过来.不知为什么修正版中没有把此错误更正 + 作者在§4,7 
中据此定理推出的典型域的 Cauchy 核的论证当然也是错误的，但结果是正确豹，因为可以从 
Poisson 公式推出 Cauchy 公式（见陆启银“典型流 形与典 型域”，上海科技出 艇社， (1963)), 
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